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Over den driehoek, die ontstaat, als men door een ge- 


E 





geven punt, binnen een hoek gelegen, in wille- 
keurige richting een lijn trekt, die in de 
beenen van den hoek eindigt. 


DOOR 
P.J. BOS. 


Wij zullen ons achtereenvolgens de volgende opgaven stellen : 
Den inhoud van dien driehoek uit te drukken in het stuk, 
dat de willekeurige lijn van een der beenen van den hoek 
afsnijdt. | 
Omgekeerd dat stuk uit te drukken in den inhoud, als 
deze gegeven is. 

Dat stuk te construceren, en dus de lijn te vinden, die 
een bepaalden inhoud aan den driehoek geeft. 

De lijn zoo te bepalen, dat de inhoud van den driehoek 
zoo klein mogelijk wordt, 

De lijn te vinden, die aan den driehoek een bepaalden 
omtrek geeft. 

De lijn zoo te bepalen, dat de omtrek van den driehoek 
zoo klein mogelijk wordt, 


Fig. 1. Zij in nevenstaande figuur QR de 
nev lijn, die, door het gegeven punt P 
| getrokken, met de beenen van hoek 
BAC den driehoek AQR vormt, Zij 
verder de loodlijn PD = a, de loodlijn 
PE —=b, een willekeurig stuk AG == mm, 
en de loodlijn GH == »; dit zijn be- 
kende grootheden. Stellen wij verder 
AE AQ ==, AR—=g en den inhoud van 
A AQR == I, zoo is, als wij nog de 
loodlijn RF en de lijn AP trekken: 
AG: AR == GH: RE 
m:y == n:RE 


Rives ng 
mn 


De Vriend der Wiskunde, IX. ì 


N 
ke 2 
’ 


k Inh. A AQR= AQ X RF =on 
Inh. A AQP = zAQ x PD = jar 


Inh. A ARP = ZAR EES by 


1 ted ney 
dus : zet =l en zi U 


Wij hebben hier 2 betrekkingen tusschen de 3 BN 
«, yen I, waarvan er één moet gegeven zijn, om de 2 an- 
deren te berekenen. 

1. Om dus de eerste opgave op te lossen, nemen wij bijv. 
y als bekend aan, elimineeren #,en lossen IT op. Aldus: 

ax —=2I—by 
21—by ny  2I—by 
Re Am <a 
2nyl—bny? ==2aml 
2ny 1 —2am == bny? 
sd bny? 
_2(ny— am) 

2. Om omgekeerd y uit te drukken in 1, hebben wij: 

buy? —2nly + 2amI=0 


ed 








21 2aml 
bate dd 0 
Ì [2 oe) Levi _ 2am$\ 
ve (ne Je @) 


3. Om deze lijn te leen ief wij in B 
inhoud [ voor door een vierkant, waarvan de zijdepis; con- 
strueeren vervolgens q volgens de evenredigheid b:p=p:g, 
en 7 volgens de evenredigheid »: 2a == m :r, dan is: 

g=gkrvglg—r). 

Wij econstrueeren nu een middelevenredige s tusschen q en 
q—r, waarna die lijn bij g moet worden opgeteld, of van 
q moet worden afgetrokken. Aangezien s <q is, vindt men 
2 positieve waarden voor y,‚ en zijn er dus in ’t algemeen 2 
lijnen door het punt P te trekken, die maken, dat A AQR 
een gegeven inhoud heeft. Voor de uitvoerbaarheid der con- 


structie is noodig dat q 2e is, 
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4, Volgens formule (2) volgt de kleinste waarde, die I 





kan hebben, uit: 7 = £ =, 

Alsdan is y= zy, 

Hieruit volgt I=by =PEX AR. 

Ook is I=; QKXAR, (QK 1 AO) 
dus ORS APK, 


waaruit weder volgt PQ =PR. 

Wij leeren hieruit de merkwaardige eigenschap , dat de lijn, 
die in P middendoor gedeeld is, den kleinsten inhoud aan 
dr. AÔR geeft. 

Die lijn is gemakkelijk te econstrueeren. Wij verlengen 
daartoe EP door P met een stuk PE —= EP, trekken door het 
eindpunt BE’ een lijn // AC, en verbinden het snijpunt Q’ met P. 

Men kan de bovengenoemde eigenschap ook op de volgende 
manier aantoouen. Wij hebben namelijk : 

AAQR: AAPQ=OR: PQ en A AQR: A APR =OR: PR 








OER LE 0 RPC en 21I:by =QR:PR 
d Pl EG _ 2IXPR 
En T axQR VOR 
Maar volgens (1) is: I= 
na _nXx4l? XPQXPR 
2m X 46 X QR? 
aruit volet: rn MAADOART 
waaruit volgt : S In Xx PQ X PR: 
Nes. d Te Se QR? 
Hieruit blijkt, dat Ï een minimum zal zijn, als PQ XPR 
zoo klein mogelijk is. Wij moeten dus hebben 
QR? e (PQ + PR)? of PQ? J-2PQ XPR} PR? 
PQ Xx PR PQ X PR PQ x PR 
PQ? + PR? Rr 
of PQ XPR J- 2 == minimum, | 
ben: PQ? — PR? (PQ — PR)? 
En dit is zoo, als —PQ X PR 2 of PQ X PR een 


minimum is, zoodat PQ == PR moet zijn, 


d 


Sj ed 


Wij vonden zooeven voor den kleinsten driehoek , = 


Alsdan is volgens (1) en by en EE 
a a a 

Hieruit volgt: viy=bia. 

Dit blijkt ook onmiddellijk uit de figuur. Want daar 
OP SPR is, is AAQP == AAPR, of AQX PD == KR DMR 
of AO SAR ie PEPD, 

Past men dus, van A uit, PE op AB en PD of AC af, 
en verbindt men de eindpunten, zoo verkrijgt men een lijn, 
die evenwijdig loopt aan Q'R' en eveneens door AP wordt 
middendoor gedeeld. 

5. Wil men de lijn QR zoo bepalen, dat de omtrek van 
drieh. AQR een gegeven lengte hebbe, zoo denke men zich 
een cirkel MF beschreven, die de beenen van / BAC in Den 
F raakt, terwijl P binnen 
het begrensde deel ADF 
komt te liggen (fig. 2). 
Trekt men dan door P 
aan dien cirkel een raak- 
lijn, die AB in Qen AC 
in R ontmoet, zoo is 
EQ =QD en ER —= RE, 
dus 


Omtrek A AQR = AD JAF = 2 AD. 
Hieruit volgt, dat men op de beenen van Z/ BAC, van A uit, 
den halven omtrek moet afpassen, vervolgens een cirkel bee 
schrijven, die de beenen in de eindpunten D en F' raakt, en 
eindelijk uit P aan dien cirkel een raaklijn trekken. 

6. Wil men ten slotte den omtrek van A AQR zoo klein 
mogelijk hebben, zoo moeten ook AD en AF zoo klein moge- 
lijk zijn, en moet dus M zoo dicht mogelijk bij het hoekpunt 
A liggen: m. a. w. de eirkel moet door P gaan. Daartoe 
trekken wij uit Á door P een lijn, die den cirkel MF voor de 
eerste maal in G ontmoet, verbinden G en M, en trekken uit 
P een lijn PM'//GM; M’ is dan het middelpunt van den ver- 
langden cirkel, aangezien men gemakkelijk bewijzen kan, dat 
MP = loodlijn MF’ is, De raaklijn in P aan dien cirkel 
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getrokken zal dan den driehoek doen ontstaan, die den kleinst 
mogelijken omtrek heeft. 


Naschrift. De eigenschap, onder 4 vermeld, kan ook meet- 
kundig gemakkelijk worden bewezen. Verlengt men namelijk 
in Fig. 1 AP met zich zelf tot in L, en trekt men uit L 
evenwijdig aan AC een lijn, die AB in M en PQ in N snijdt, 
zoo is A APR—= A LPN, dus A AQR= A AML + A MNQ. 
Welke de richting van de lijn QR nu ook zij, steeds blijft 
A AML dezelfde: alleen A MNQ verandert. Hieruit volgt, 
dat A AQR zoo klein mogelijk is, als A MNQ verdwijnt. 
Dit gebeurt, als Q met M samenvalt, terwijl alsdan PQ = PR is, 
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Criras, Handleiding bij het onderwijs in het Metriek stelsel. 
Tweede druk, (XXII, 132). Tiel, 1893, D. Mis f 1,25 
Criras, Opgaven behoorende bij het Metriek stelsel. Drie 
‚stukjes. Tiel, 1892, D. Mis, à . . an of OEAU 
J.C. Eerr & K. A. vAN LUMMEL, Heesnoek an Rekenkunde. 
2e deel. Tweede verbeterde Bau (IV, 161). W.H. Zurich, 
Doetinchem …. . Ee Tkn fe O0 
J. C. Earr & Dr. w. H Nn Phadtisohe Algebra. Ver- 
zameling van vraagstukken en oefeningen ter toepassing van 
het geleerde in de stelkunst. Eerste deeltje. Tweede ver- 
ih A RR EMI CE 
Idem. Tweede deeltje . . . . Er erteh ROD 
J. C. Ecer, Nieuwe verzameling Verellen over menens 5 
Stel- en Meetkunde, ten behoeve van Gymnasiën en Inrich- 
tingen van Midd. & M. U. L. Onderwijs. 2edeeltje f 0,65 
J. C. Beer, Repetitieboek der Wiskunde, voor Inrichtingen 
van Middelbaar Onderwijs. (Met ruim 100 vignetten) f 1,20 
J. C. Eerr, Theorie der Algebra. 1e deel f 0,80 „2e deel f 0,90. 
W. H. Zurich, Doetinchem. 

P. Poor, Beginselen der vlakke meetkunde voor scholen voor 
U. L. O., Normaal- en Kweeksch., Burgeravondscholen, Hoogere 
Burgerscholen, enz. Amsterdam, 1893, S. L. van Looij 
ACL LON OE EN Eran 


6 
INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


285. Zie blz, 157 in „De Vriend der Wiskunde”, IV, no. 418. 


286. Hoeveel is op 0,00001 nauwkeurig: H’732—7/40P 
De verkorte bewerking heeft de voorkeur. 
(Hoofdakte, Amsterdam , 1893.) %. 


Oplossing. 
Wij bepalen beide wortels op TE en wel beide te klein, 








dan is ook het verschil op En nauwkeurig (te groot of te klein), 
27,01 243,00 w 732 (ee v 40 (Se 
2 Ò19701 ti a0 36 | 
21,03 243,2701 __3,000000 4,00 
1 2,432701 12,3 3,69 
243,5403 0,567299 03100 
54 0,487188 12,62 0,2524 
243,594 0,080 111 0,057600 
243,648 0,073095 12,644 0,050576 
8 0,007006 0,007024 
243,65 0,004873 12,648 __ 0,006324 
0,000700 
0,000632 


9,01232 — 6,32455 == 2,68777 is nauwk. op 0,00001. 
H, VERHAGEN. 


287. Indien men den teller eener breuk met 3 vermindert en 
den noemer met 3 vermeerdert, wordt de breuk gelijk aan 


:. Indien men echter 23 van den teller afneemt en den 


noemer met 23 vermeerdert, wordt hare waarde. Welke 
is die breuk? (Hoofdakte, Amsterdam, 1893.) De 
Oplossing. 


De beide breuken, die men na de opgegeven veranderingen 
verkrijgt, hebben met de gevraagde breuk de som van teller 
en noemer gemeen. Na de eerste verandering was de teller 


8 ; 
g van die som, na de tweede verandering was hij 5 van die 


A k $ 
som, dus zj ven die som minder, hetgeen veroorzaakt 
wordt, doordat in het laatste geval de teller 20 minder was 


. 1 . 
dan in het eerste geval. i der som van teller en noemer Is 


alzoo 20, die som is 80, de breuk na hare eerste verandering 
303 __ 33 


_ 
ee 


50 — 3 47 
H. VERHAGEN. 


do en de oorspronkelijke breuk 


ö 
dus 50 


8 BE 
288. Verkoopt iemand met 8- oJ, tarra, dan bedraagt zijne 


winst nog 14°/,. Zoo hij den prijs met 1 °/, verhoogt 
en de tarra op 6,4°/, stelt, hoeveel °/, zal dan zijne 
winst bedragen? (Hoofdakte, Amsterdam, 1893.) 4x. 
Oplossing. | 
Als iemand met 8 ol, tarra verkoopt, dan krijgt hij geld 


voor 915 of, der bruto partij, en wel, nu hij 14 °/, wint, 


114 °/, van zijn inkoopsbedrag. Verhoogt hij den prijs met 
BE ORE Ee dan krijgt hij ee maal zooveel geld, dus Ba 
114°/, van zijn inkoop. Stelt hij bovendien de tarra op 6,4 °/, 
dan krijgt hij geld voor 93,6 °/, van de bruto partij, d. i 


EE “5 maal zooveel als eerst. 


Be. 38 
n 39 10 Á 
Hij zal dus ontvangen …5 ree 114 == 130 °/, van zijn 
inkoop, en derhalve winnen 30 Of H. VERHAGEN. 


289. Een winkelier koopt thee à f 2 en à f 2,25 per KG. 
Later verkoopt hij ze, de eerste partij à f 1,60, de 
tweede à f 2,50 de KG., en ontvangt in het geheel 


f 490. Zoo hij 65 ol, verloren heeft, vraagt men naar 


de grootte van elke partij. 
(Hoofdakte , Amsterdam , 1893.) %. 


8 
Oplossing. 
2 1 , 8 
De koopman heeft 65 GSE 55 verloren. Hij ontving dus 
14 3 AE 15 
jz Van zijn geld, en zijn inkoop bedroeg 1 X J 490 = f 525. 
De thee van f 2,— wordt verkocht voor f 1,60, dus met 


5 verlies. Werd de thee van {2,25 ook met : verlies, dus 


voor /1,80 verkocht, dan ontving hij : van /525 = f420, 


d.i. /7O minder dan nu, omdat hij de tweede partij à f 2,50, 
dus à /0,70 per KG. meer aan den man brengt. De tweede 
partij telt dus /70 : f0,70 —= 100 KG 

Do eerste partij bestond dus uit 


f 525 — 100 xf 225 
Td rr boORE H. VERHAGEN. 


Tweede oplossing. 


Op de eerste partij verliest hij per KG. f 0,40, dat is 
4 
25 x 100 of. = 0 °.. 

Op de tweede partij wint hĳ per KG. f 0,25, dat is 


IX 100% = ug JJ 





De inkoop der eerste partij wordt dus vermenigvuldigd met 


10 
5 die der tweede met 5 terwijl de som van de inkoopen 


100 — 6: 
der twee partijen wordt vermenigvuldigd met SE 
Re 5 8 100 Mes 
Dus is de verhouding der inkoopen: 
1 1 
De vanden en 
15 25 A 
En d houdi der len 
n de verhouding der partije rk 


’ 


9 


5 KG. worden dus bij verkoop betaald met 
8 Xf1,60 +2 Xx f 2,50 = f 9,80 
J 490 = 50 x f 9,80. 
Derhalve zijn de partijen: 
50 x3KG.=150 KG. en 50 Xx 2 KG. == 100 KG. 
J. B. Barker. 


290. Op de rechte baan XY, lang 500 Meters, bevinden zich 

drie schaatsenrijders, A, Ben O. De eerste vertrekt 
uit X met 8 Meter snelheid per seconde. De tweede 
komt hem uit X na 5 seconden achternarijden met 4 M. 
snelheid per seconde. Noe 5 seconden later vertrekt C 
uit Y met 5 M. snelheid per seconde de anderen tegemoet. 
Hoe lang moet hij rijden om even ver van A als B van 
verwijderd te zijn? (Hoofdakte, Amsterdam, 18938.) 4. 


Oplossing. 
Als C afriĳjdt, heeft A reeds 10 X B = 35 M., en B 


5 X4=—20M. afgelegd. Denken wij een vierden rijder, die ook 
uit X naar Y rijdt, de gemiddelde snelheid van A en B, dus 


8 M. heeft, en (35 J-20):2 — 27,5 M. heeft afgelegd , als 


C begint te rijden. Die vierde rijder zal altijd even ver van 
A als van B afstaan. Zoodra C hem ontmoet , zal hij dus 
op het verlangde punt zijn. C staat van den 4-en rijder 
500 — 27,5 = 472,5 M. af. Hij nadert hem per seconde 


53 En 85 M., en is dus na 4725:8,75 —= 54 seconden 


waar hij wezen moet. 

N.B. Als B zijn mederijder A achterhaalt, d. i. 40 sec. 
nadat A vertrokken is, staat C natuurlijk ook even ver van 
A als B, Wij vinden alzoo twee antwoorden. H. VERHAGEN, 


BIBLIOGRAPHIE, 
Arp, LABBERTON, Leerboek der Rekenkunde. 2e druk, 1e stuk. 
Met 500 opgaven, (163). ’s-Gravenhage, 1893, Gebr. van 
REEDE NERD Ri te Te oe f 1,20 
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Jules Tannery over de studie der Wiskunde. *) 


Hoewel de wiskundige waarheden in een bepaalde orde kun- 
nen worden afgeleid uit een klein getal grondbeginselen , die 
algemeen voor ontwijfelbaar zeker worden gehouden, zal men 
er nochtans nimmer in slagen ze zieh geheel eigen te maken, 
wanneer men bij deze grondwaarheden begint, stap voor stap 
de gevolgtrekkingen nagaat, die er uit afgeleid kunnen wor- 
den, en steeds in dezelfde richting voortschrijdt, zonder eens 
terug te keeren tot een punt, dat onopgehelderd is gebleven. 
De aanvanger vat noch den zin noch de strekking der grond- 
beginselen; hij ziet niet duidelijk in, dat er onderscheid be- 
staat tusschen hetgeen men verlangt, dat hij als waar zal 
erkennen, en de zuiver logische gevolgtrekkingen , die voort- 
vloeien uit onderstellingen en axioma's; somtijds schijnt hem 
het bewijs duisterder toe dan de uitgesproken bewering. Ook 
zou het niet baten , zoo hij, om de beginselen beter te leeren 
verstaan, er langen tijd bij wilde verwijlen ; voor alles moet 
zijn geest zich zekere gewoonten eigen maken, die hem nog 
vreemd zijn, moet hij maar voortwerken , zonder angstvallig 
te vragen, waarheen? vanwaar? Hij zal vertrouwen gaan 
stellen in dezen betoogtrant, waarnaar zijn gedachtengang zich 
moet richten; hij zal gewennen aan het gebruik van teekens 
en hun verbindingen. 

Als hij daarna op zijn schreden terugkeert, zal hij in staat 
zijn den afgelegden weg van het begin tot het einde met één 
oogopslag te overzien. Wel zullen voor hem sommige deelen 
van dien weg nog in de schaduw liggen, enkele misschien 
zelfs nog in diepe duisternis gehuld zijn, op andere daaren- 
tegen zal een helder licht vallen; hij weet nauwkeurig, hoe 
men van deze tot die waarheid kan komen; hij weet, op welk 
punt hij zijn aandacht moet vestigen; hij is zelfs voldoende 
voorbereid, om een helder inzicht te erlangen in die onder- 
deelen, die hij nimmer zou hebben leeren begrijpen, als niet 
reeds een oppervlakkige behandeling ware voorafgegaan. 

Thans is hij in staat om verder te gaan, een andere rich- 


*) Jules Tannery, sous-directeur des études scientifiques à l'école 
normale supérieure à Paris. 
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ting te volgen; hij leert nieuwe waarheden kennen, die zich 
bij de vroegere aansluiten en ze toelichten; nu en dan staat 
hij verbaasd over de onverwachte vergezichten, die zich voor 
hem openen, en hem uit een nieuw oogpunt streken doen 
beschouwen, die hij door en door meende te kennen; lang- 
zamerhand verdwijnen de schaduwen en de schoonheid der 
wetenschap , zoozeer één in haar rijke verscheidenheid, ver- 
toont zich in al haar luister aan zijn blikken, 

En wat er plaats vindt in den geest van den beoefenaar der 
wiskunde, dat levert een getrouw beeld op van den ontwik- 
kelingsgang der wetenschap zelf; ook hier is het niet de 
logische gestrengheid alleen, die een rol te vervullen heeft 
gehad. Men kan zeer zuiver en lang achtereen redeneeren 
zonder een duimbreed te vorderen, en de uiterste gestrengheid 
belet niet, dat menige redeneering later overbodig blĳkt te 
zijn. Zeer dikwijls komt men langs onzekere wegen tot een 
ontdekking. Voordat men den grooten weg kan volgen, die 
naar zeker punt voert, dient men de omstreken te kennen ; 
deze kennis is onontbeerlijk, als men omwegen wil vermijden. 
Alleen door de ondervinding leert men de plaatsen kennen, 
waarop men den aanval moet richten. Dikwijls zijn hef, on- 
voorziene hindernissen , die den wiskundige noodzaken tot zijn 
punt van uitgang terug te keeren en een beter begaanbaren 
weg te zoeken. Meent men b.v. soms, dat de grondleggers 
der differentiaal- en integraal rekening zich het hoofd gebro- 
ken hebben over afgeleiden en bepaalde integralen, voor ze 
verder gingen? Moest niet veel meer de vruchtbaarheid wor- 
den aangetoond van deze begrippen, welker belangrijkheid de 
zorg rechtvaardigt, die men sedert besteed heeft, om ze toe 
te lichten ? 


Uit het voorbericht van Jurres TANNeERrY’s Introduction 
à la théorie des fonctions d'une variable. 


BIBLIOGRAPHIE. 
J. VersLuys, De Akten-Examens voor Wiskunde Lager On- 


derwijs in 1892. Verslag der examen-commissie en oplossing 
der vraagstukken, (16). Amsterdam, 1893, W. Versluys f 0,15 
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Over het interpoleeren in rekenkundige reeksen. 


Oplossingen der voorbeelden tot oefening in „De Vriend der 
Wiskunde”, VIII, 1893, blz. 255. 
1. Interpoleer 2 termen tusschen elk paar opvolgende termen 
der reeks: 1, 1,6, -—-1, —37, —119, enz. 
Oplossing. 
Onderzoeken wij eerst van welke orde de reeks is, om de 
eerste termen der verschillen te verkrijgen: 


reeks 1, 1, 6, —l, —387, — 119 
le versch. 0, 5, —7, —36, —82 
A Ke 5, —12, —29, —46 
3e — 17, — 17, — 17. 
Det de 3e verschillen aan lee gelijk zijn , is de reeks 
van de derde orde en is a=l, AÂA=0,B=5, C=— 14. 


Omdat tusschen elk tweetal Ee Deen He moeten ge- 
interpoleerd worden, noemen wij de orde dezer termen 


sl 
1 ’ 15, 23 aL enz. ; daardoor is 
1 1 2 1 2 5 
3 SRE Dee KS 
Erg en 6 C 
1 ] 2 ij 2 5 
3 3 RA EET 
Gld KO eN 
12 1 2 6 
Rr UD vee 
es AOT B 
2 1 2 1 4 
EE Be BD, 
ne Ee —__—_X—17 
5 6 
ms Ore DS 82 
FS g 8 81 
en op dezelfde wijze wordt gevonden 
67 
De nieuwe reeks wordt dus 
49 32 dd 67 
1, Ean fe “81 1 2 dz’ 6 enz. 
180 Ae lt SK atD8r EAD 2D 
16. VOLKENN NNEEDs es Ered Ve en 5 


81 A8 be BUL Wer BEL BTS 


13 


2e versch. Eel ARN 
Bl 14 el 81 
30 DE We PD 1 
5 ah OON OE a AE 4 | 


De nieuwe reeks is dus van de derde orde evenals de eerste. 


2. Wanneer in een sterrekundig jaarboek wordt opgegeven, 
dat voor een bepaalden datum de N. afwijking (declinatie) 
der Maan is 


te O u. 17°43' 
Onselen 4! 
„12, 18°23' 
TSS 18041 


en „24 „ 18°%%59' 
welke is dan de maanafwijking te 9 u. 30 m.? 
Oplossing. 
Onderzoeken wij eerst de orde der reeks 
le versch. | 2e versch. | 3e versch. 


Oo £ 
mee 
19 es | 
18923’ En EE À 
18041 de 0 
18°59’ 


De reeks is dus van de 3e orde. 
Stellen wij O u. de eerste en 6 u. de tweede term, dan is 








1 
% 7 
9 u. 30 m. de ag En 25 term ; hierdoor is 
47 a TAR TE UD 
u En nt 
| 19 x 21’ 138 _ 665’ 
o mm 
En “144 10368 


— 1743 + 33 is — 55" — 4" —=16°15'16°. 


3 De hoeveelste term in de reeks 
1,8, 27, 64, enz. 


heeft de waarde 37? 


C. 


C. 


J. 


J. 
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Oplossing. 
De reeks is Là 8, 27, 64, 125 
le versch. In 19, 31, 61 
OE 135 18, 24 
OO 6, 6, 
De algemeene term is hierdoor 
tl DD) go DDB), 
I= = dt 15 ‚12 + 178 
of BT =— —= 1d In 7 + 6n?— 18n H 12u? — 6n? +1ln—-b 
1000 il 
BU 
10 
n= 3 == =35 k 
hetgeen in he is met de opmerking op bl. 254. 


EGER. 
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Een algebraïsch vraagstuk. 


t 


Laat 1FA,r Are? HA,at dood Am de ontwik- 


keling zijn van (1 + az) (1 Ja?) (1 +422). (1 + a 2), 
dan is, # door ar vervangende, 
1 Agar JA ata? JA, atas J.H Aax 
de ontwikkeling van 
(LH a?2) (1 ate) (1 Hate. (Ll Ha 2). 
Leid hieruit af, dat men heeft: 
A, (a—=1) = te 
A, (a?) = Aj (a — Dat, 
A, (as) =A, (a —1)a?, 


nn n 
A (IZA, (aa, 


dus: _ (lHao)(l Hate)(l Hate). (Ha) 
n n-1 ” 
EL a —l1 (a _ —1) (a —1) 142 , … 
nT en 
n-2 n-1 n 
(a _— 1) (a —1)(a — 1) 14243 14243+..rn U 
Ban Dat Dal) a 23 d.... a 8. 


(N. L. W.A. GrRAVELAAR, Vraagst, met de antw. bij het leer- 
boek der algebra, no. 641.) | 


Als (lar) (1 Hate) (1 Ha?2).….(l Ha 2) 
=itAr Ae? Aerdt Ar, 


r 
n+1 


dan is: (lHaz)(1l Ha?) (1 4-a%)...(l Ha @) 
= (Ll +- ed + Art Az? +. Ar) 
BE (AS Tea, Jo-HAgtAia Jett (nk 


Ook is: (l 4 a?z) (Ll Ha?) (1 Hatz)... (Ll + ae) 
Zi Aar Arata? Ajaa? d.d Aar, 
n+l 


dus: (Ll +am)(1l Ham) (1 Ha)... Ha 2) 


16 


=(l Haa) (LH Aar H Arata? J.A ar) 
=ld(Ajata)e H(A,a? Ha?) a? H (Ara? +43) 23 Hoen 


De tweede leden van beide vergel. moeten identiek zijn, 
omdat ze de ontwikkeling van hetzelfde gedurig product voor- 
stellen ; de coëff. van de gelijknamige machten van z moeten 
dus gelijk zijn ; derhalve is: 


A, + a'= Aja da, 
waaruit volgt: A;,(a—1)=(a —1I) a; 
A, + Aa = Aat dAjar, 
waaruit volgt: A, (a? —1)= A, (a — 1) a?; 
Ado Seat A an 
waaruit volgt: A, (a? —1)= A, (a — 1) a?; enz. 


Dus Ee 
fd 








rel —l a 0 (su Lg kek 
En 2 itn 
Ae rn =ALXG ne Ten 
n-1 ne 
MN Old, =l) (a en) (a tl 14243 
PEDT Wee * vm 


Na substitutie van deze waarden vinden we: 


(os ee ö J- a?) 8 Sass). (Let gb’ 








E EE (En 

En a— EI GE a2—1) (a—1) tas 

last) (a” EE (a Sel) ide 142434. +n mn 
a3—1) (a? —1) (a) Peng Ee 


H. SiersMaA, 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 941—960. 


941. Een geheel getal van twee cijfers te vinden zóó, dat dit 
getal gelijk is aan het product van de som der cijfers 
met hun verschil. S, DE Gasr, Jz. 


Oplossing. 
Zij het cijfer der tientallen z, dat der eenheden y, dan 
moet voldaan worden aan de vergelijking 


l0z y= led) (2 — 9). 
Uit de vergelijking 10x + y=? —y? 


volgt y° d-y=r(e — 10). 

Het eerste lid is positief, het tweede negatief. We moeten 
dus hebben 10 Jy=yt agt ran GL) 
of 10z =D) 

11v =(y—e) (yd —1). 


Il is een deeler van het tweede lid en onderling ondeelbaar 
met y—z, want y—z { 10, dus is 11 een deeler van 
yJ-e—1. En daar y 4x -—1 { 20, moet 


yde—l=il 
of edy Lapse Pada on be) 
De vergelijking (1) wordt dan 10x + y —= 12 (y — z) 
22 =1ly 
2 =y. 


Volgens (2) is nu 3x —= 12, dus v=4 en y=8. 
Het gevraagde getal is 48, 


942. Bepaal de waarde van den vorm 








2a (1 + 22) hee 
als z — 2 gl | (z jie (2) ia S. DE Gast, Jz. 
Oplossing. 
ge (5)E Ozi (VE VE) 
BRG 
VN Dg “_2ab 
(ter )i= (14 Ep) VEE EEL 


De Vriend der Wiskunde. IX. 2 


18 


De gegeven vorm is dus gelijk aan 
atbla—b atb}—Á en Gede, vab 


2wabl Arab 2 ab Se a — G 





2a X 





943. Als al de zijden en diagonalen van een regelmatigen 
tienhoek onbepaald verlengd worden, ontstaan er 10000 
driehoeken. Toon dat aan. W. Meiser. 
(J. VersLuys, Alg. vrgst. Gev. Lrl. II, blz. 42.) 


Oplossing. 


Het aantal zijden —+ het aantal diagonalen van een tienhoek 


ed, =45. 45 lijnen vormen, als er geen 2 evenwijdig 


er 
zijn en geen 3 door één punt gaan, 
45 Xx 44 X 43 
AKE 
Door elk hoekpunt gaan 9 lijnen, zoodat voor de 10 hoek. 
9 X8X7 5 
punten wegvallen : 10 Xx TO NPA 840 AA. 


Door ’t middelpunt van den omgeschreven cirkel 
gaan 5 lijnen; dit geeft een vermindering van 


5 X4x3 
WRC ede 


Op elk der 5 diagonalen, die door het middel. 

punt gaan, liggen 8 punten (4 binnen en 4 buiten 

den veelhoek), waardoor telkens 3 lijnen gaan, 

nl. de middellijn zelf en 2 zijden of 2 diagonalen ; 

dit geeft een verschil van 5 x8 AA = 40 AA. 
Elke 2 overstaande zijden zijn evenwijdig en met 

deze zijden 3 diagonalen, dat zijn 5 vijftallen on- 

derling evenwijdige lijnen. Hierdoor vallen voor- 


5 X4x3 
1xax3 A= 50 AA: 


Verder geven 5 lijnen Td = 10 combinaties 


van 2 lijnen. Elk der 40 overige lijnen verbon- 
den met 1 dezer 10 paren lijnen, zou anders 1 A 
opleveren. Voor de 5 vijftallen onderling evenwijdige 
lijnen vallen dus nog weg 5 X 40 X 10 AA = 2000 AA. 


eerst weg ò X 
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Verder zijn er nog 5 viertallen onderling even- 
wijdige lijnen (diagonalen), waardoor vooreerst 


4 X3 X 2 ze 
wegvallen 5 X ad INAS 20 AA 
en verder nog Bxaxi A ie = 1230 AA. 
In het geheel vallen er ie weg 4190 A A, 
zoodat er 14190 A A — 4190 AA == 10000 AA ontstaan. 
W. Meiser. 


944, Hen getal is door 72 deelbaar. Er wordt één cijfer vóór 
en één achter dit getal gevoegd, zoodanig dat ook het 
verkregen getal door 72 deelbaar is. Welke zijn de 
bijgevoegde cijfers ? 

(J. VersLuys?, Dibh. & Rep. br. no. 30.) 
Oplossing. 


Het getal is door 72 deelbaar. Hieruit volgt: 

1°. De som der cijfers is deelbaar door 9. 

29, De 3 cijfers aan de rechterhand, als een getal beschouwd, 
zijn deelbaar door 8 

Het nieuwe getal moet dus ook aan deze twee voorwaarden 
voldoen. Voegt men achter het getal een cijfer, dan kan dat 
slechts O of 8 zijn; de oneven cijfers komen niet in aanmer- 
king en neemt men 2,4 of 6, dan krijgt men geen getal, 
dat door 8 deelbaar is. 

Deze twee cijfers bepalen tevens het cijfer, dat vóór het ge- 
tal moet gevoegd worden. Die cijfers zijn dus: 

9 en O, of 1 en 8. 
J. B. Bakker; S. Mars. 


Tweede oplossing. 


Het getal bestaat uit » cijfers en kan dus voorgesteld wore 


den door: a X 10°” + 10 X 72-v. Jb, waarin a het vóórge- 
voegde en 5 het achtergevoegde cijfer is. Het getal moet een 
T2-voud zijn, dus deelbaar door 8 en door 9. 

nl 


10 =9-v. +1, 
dus ax 107" = 9-v. Ja, ab is dus een J-voud, 
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Daar het getal even is, kan 5 niet anders zijn dan 0, 2, 
Ab of 8, Dan usa SMT, 5 10 MON 
Het getal moet door 8 deelbaar zijn, dus 
10 X 72-v. +5 = 8-voud. 

Nu is 10 X 72-v. door 8 deelbaar. Het bijgevoegde cijfer b 

moet dus ook door 8 deelbaar of 0 zijn, en is dus niet anders 


dan 8 of 0. 
Diest8 of DN GR Mer Ot 
A. J. JANSEN. 


945. Als a en b ondeelbaar zijn, zijn er (a — 1)(b—1) ge- 
tallen, die onderling ondeelbaar zijn met a X ben kleiner 
dan a Xx 5. Bewijs dat. 

(J. VersLuys, Dlbh. & Rep. br. no. 74.) 


Oplossing. 


a en b zijn ondeelbaar. 

Alle getallen kleiner dan «a zijn dus met a onderling on- 
deelbaar, hun aantal = a -— 1. 

Alle getallen kleiner dan 5 zijn met 5 onderling ondeelbaar, 
hun aantal = 5— |. 

Vermenigvuldigt men nu de reeks getallen : 

12 dd 0 Et ied 
met elk der getallen 

1,2 BA paneel bied) 
dan verkrijgt men telkens een nieuwe reeks getallen kleiner 
dan a Xb (omdat telkens het vermenigvuldigtal kleiner is dan 
a en de vermenigvuldiger’ kleiner is dan 5) en onderling on- 
deelbaar met a Xb (omdat noch vermenigvuldiger, noch ver- 
menigvuldigtal met a of 5 factoren gemeen heeft). 

Daar men (b— Î) maal vermenigvuldigt heeft, verkrijgt 
men (b — 1) reeksen van (a — 1) getallen, dus (b — fl) x (a — 1) 
getallen kleiner dan a Xb en onderling ondeelbaar met a X b, 

Á. J. JANSEN. 


946. Een boer wil een rechthoekig stuk land, dat 250 M. lang 
en 60 M. breed is, ophoogen met de aarde, welke hij 
verkrijgt door om het land eene sloot te graven , die 
van boven 2 M. en op den bodem 1 M, wijd is en die 
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eene diepte van 2 M. heeft. Bereken voor hem, op zoo 
eenvoudige wijze als u mogelijk is, hoeveel het land met 
die aarde kan worden opgehoogd. S. J. v. p. Vrrer. 


Oplossing. 


Om den inhoud der sloot te berekenen, nemen we aan, dat 
de glooïiing aan beide zijden gelijk is. 

Ook nemen we aan, dat de sloot wordt afgenomen van het 
omliggende land. 

Het land zonder de sloot vormt eene afgeknotte piramide, 
waarvan het bovenvlak 250 x 60 M? — 15000 M2 groot is en 
het grondvlak 251 x61 M2 —=415311 M?. Het meetk. middel- 
evenredige vlak is dan F(15000 x 15311) XxX 1 M? == ruim 
15154,702 M? groot. Som van grond-, boven- en meetk. 
middelevenredig vlak is dan (15000 + 15311 + 15154,702) M2 
= 45465,702 M? ruim. 

Het land met de sloot vormt ook eene afgeknotte piramide, 
waarvan het grondvlak 254 x 64 M? =— 16256 M? groot is en 
t bovenvlak 253 Xx 63 M? — 15939 M? en ’t meetk. middelev. 
vlak —= Y'16256 X 15939 X 1 M? == ruim 16096,719 M?. Som 
van boven-, grond- en meetk, middelevenr. vlak is dan 

(16256 J- 15939 + 16096,719) M? — ruim 48291,719 M?, 
De inhoud van eene afgekn. piramide == : X de hoogte X de 
som van grond-, boven- en meetk. middelev. vlak, De hoogte 
is van beide piramiden even groot, dus het verschil in inhoud 


van beide piramiden is : x hoogte X (48291,719 — 45465,702) 


ne h Xx 2826,017 = EX 2 X2826,017 M3 = : 
1884011 M? ongeveer. 

De oppervlakte van ’t land is 15000 M?, dus het land wordt 
1884,011 

15000 
nemen , dat de ophooging een rechthoekig parallelepipedum 
vormt , dus niet geschiedt volgens de glooiing der sloot, het- 
geen in de praktijk nooit plaats heeft, 


x 5652,034 M? 


M. — 0,125 M. ruim hooger gemaakt, als we aan- 
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Neemt men aan, dat de sloot wordt afgenomen van het 
stuk land zelf, dan is na het graven der sloot het stuk land 
246 M, lang en 56 M. breed. De berekening geschiedt dan 
op dezelfde wijze. 5. J. vAN DE Vrrer. 


947, Behandel met de leerlingen der hoogste klasse dit vraagstuk: 
Fen manufacturier denkt op den verkoop van een stuk 
laken 25°/, te winnen; doch doordien hij inmeet, be- 
draagt de winst slechts 21 °/. Welk gedeelte van het 
stuk laken is ingemeten ? S. J. v. D. Vurer. 


(Verg. ex. H, d. S., Sloterdijk , 1892.) 
Oplossing. 
Als de inkoop f 100 bedraagt, denkt hij er f 125 voor 


terug te ontvangen. Hij ontvangt er maar f 1214 voor terug 


dief. 8 of Ee van f 125 minder. Hij heeft dus het veer- 


tigste deel van zijn laken ingemeten , d. i, 2 ak 


M. Sons; S, J. van pe Vuren. 


Tweede oplossing. 


Als hij 100 M, heeft en 1 M. kost hem bij inkoop f 1, 
dan heeft hij f 100 voor de partij betaald. Hij ontvangt er 


1f DE voor, terwijl hĳĳ 1 M, voor f 1,25 verkoopt, dus hij 
verkoopt (f1218 :f1,25) X1M. =97,5 M. Hij heeft op elke 


100 M. dus Je M. ingemeten, d. i. 2 Ae 


S. J. vaN pe Vier. 
Derde oplossing. 


Onderwijzer: Als de inkoop van het stuk laken eens f 100 
was geweest, wat dacht dan de manufacturier te ontvangen ? 
Leerling: f 125, 
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O.: En wat ontvangt hij maar ? 


7 
L.: f 4215. 


O.: Het laatste bedrag is 2 van «het eerste, hij krijgt dus 


39 
maar gedeelte betaald van wat hij dacht te ontvangen ; 


hoe komt dat ? 
L.: Doordat hij maar d gedeelte van zijn laken betaald 


krijgt. 
O.: Hoeveel is er dus ingemeten ? 


1 
EB : 
40 geen V. p. War & VERBORGH. 
948. De waarde van # en y te vinden in: 
gel VB 11 en 2972439 gp, 
(Toelex. Vecartsenijschool 1892.) E. C. K. 


Oplossing. 


mer aohtvoud van an J 391 — 82 verminderd met 
geil 34211 geeft 
gegtti 392233 — 1) 39 TS. 215 — 645, 
waarnit 39° —3, zoodat y—2=1leny=3. 

peer! 5e lt gaat nu over in ans J-3=z=1l, 
waaruit 2°TÎ —g ‚ zoodat sJ-1=3 en v=2. 


A. J. JANseN; v. D. War & VERBORGH : W‚ Meren & 
D. WounperinkK ; K. v.p. Grarr; M, Simons; B. CK. 


949. Toon aan, dat van eenige gelijke breuken, elke dezer 
breuken gelijk is aan den „-den machtswortel uit de som 
der „n-de machten der tellers, gedeeld door den „-den 
machtswortel uit de som der „-de machten der noemers. 

J. v, W. 
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Oplossing. 


=i=feg 
Gegeven bd enz. 
Hieruit volgt, dat a:b=—=e: dees sh, 
Past men hierop een bekende ei 


genschap der evenredigheden 
toe, dan vindt men 


n n Nn n n n Nn n 
a:b=ce:d =ze:f =g es 
waaruit volgens een andere eigenschap : 


ab zede ted. fer 
of onder een anderen vorm 


nn 


a eest wr Bato ea 
As DE 
” n Nn n 
waaruit Ez in H En s Ee ob EE ae 
b Ad Hf H-h.… 
J. B. Barker; J. M.; E. C. Ks ve DAMES 
Verzoreu; J. D. K.; M. Simons. 


Tweede oplossing: 


nn 
Emsnad 


Stel de gelijke breuken p= sg 


ik =j Sem 
dan is a=bmen a =bm 

An dm an Kir ett 

e — fm Er —=f m 


n 


9 ek km 9 ed hant 


dus a He He dg Hz=b dt FA EN 

td en 
bd Af Ah. 

guns Ze He He tg H.) 
Pb Ad Hf AA A) 





VID Butte en 
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Opmerking. Als men 5 neemt in plaats van; ‚ dan blijft 


de stelling doorgaan. Men kan dus onder som verstaan : 
algebraïsche som. 


950. Welke waarden hebben de onbekenden in de vergelijkingen: 
fg) (et +92) (a? Hy?) = 3185 (2 — 2) 
en __ _&8 + ys = 65 (W — ). 
(J. C. Eerr, N. verz. vrgst. II bl. 73 ‚ no. 60.) 


Oplossing. 


Het quotient der vergelijkingen is: 
(et y)(atyt) 637 (5 
et — 2ytLyt 193 
Daar teller en noemer der eerste breuk geliĳkslachtig zijn, 
kan men rv = py stellen, door substitutie verkrijgt men dan: 
Me Peel pl 0 637 
ppl Ti 
waaruit na herleiding en vereenvoudiging volgt: 
444p* — 193p — 637p? — 193p J 444 = 0 
of @° HI) DW HI) p= 


Deze vergelijking wederkeerig zijnde, deelt men door p* en 





1 $ 
stelt men daarna p +- = == 2, waardoor zij verandert in 
Le 193 


Et. 193 + 1657 1 24 
hieruit IS 2 == TL == 25 oh lan: 


Daar p + , = is, zoo heeft men nu deze twee vergelijkingen : 





1 1 1 24 
AT re 37 
25 deze vergel. ontwikkelende 
en En ) 
D arl verkrijgt men 
Elen ste 43 — 61 E 3 — 195 
== 57 == 3 of i p= _ 


== Em 
24 24 74 
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Nu is reeds gevonden mite ==, 
swt OLS LD _ —61t—3r — 195 
Tr nd 


Nemen wij nu de tweede der gegeven vergelijkingen en 
brengen wij ieder der gegeven waarden daarin over. 


xe Lys — 965 (2y — x) xe + yt = 965 (2y — 2) 
729 8 4096 4 
ENG 00) Gee De at APA pe iS 

4825 EEE 5 4825 ___ 965 Xx 2 

TOOG me TO Sr 

ys = 1024 y° =UBX 
Ed — 3E 
Di JES 5 
3 4 pn 
en 2=iy=8 Tg 


Met z, en z, kan op dezelfde wijze gehandeld worden, 
doch deze bewerking levert zulke groote wortelvormen op, 
dat wij die achterwege laten. 


Andere oplossing. 


Vergelijking (1) is ook symmetrisch ten opzichte van de 
onbekenden. 
Stellen wij hierin # =p —gq en y—=p Jg, dan verandert 
zij door de substitutie in 
Ap* + 19p?q? _ 637 
p* + 14p?g gt 198 
of na vereenvoudiging 135p* — 6602p2g? — 637g 1 — 0 
G6O2 Nn hed A 
135 oe MES 
zo SOL EE B31LN 
Ehle ae 











4 





jie 


18 
et Ee Ed 
p= 499 of 155? 
13 


1 
Dd of 5 QU Es 
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Hierdoor is z=p—g == 6q of gio) 


1 18 
y=pdq=8g of gia — 8) 


Deze waarden worden nu in een der opgegeven vergel. gesub- 
stitueerd, waardoor de waarden voor q gevonden worden , die 
daarna de waarden voor z en y opleveren. 

In het geheel krijgen wij hier vier wortels; maar nemen 
wij ook de vijf wortels in acht, die uit y°> voortkomen , dan 
verkrijgen wij 20 wortels voor x en y, waarbij dan wel moct 
onderzocht worden, welke aan de opgegeven vergel. voldoen. 

Eerr. 

Met de eerste oplossing stemmen overeen die van K. vaN 
DE GrArr en A, J. JANSEN, terwijl de laatste er nog terecht 
op wijst, dat de laatste vergel. van y® door y gedeeld wordt 
en dus een wortel #=—=y—0 verwaarloosd is. E. 


951. Op te lossen: 
alata) (a + 2) (a +32) =b (bte) (b + 22) (B +3). 
J. v. W. 
Oplossing. 


Men kan de vergelijking schrijven onder den vorm 
(a? + 3az) (a? J Zar + 24°) = (62 + 3bx) (b2 + 3ba + 22) 
of (a? + 3az)? — (B? + 3bx)? + Wa? (a? Har — b2— 3bx) — 0 
of (a? Har Jb? J Zl) (a? J- Zax — bt — 35) J- 
+ 2? (a? H Zar — b2 — 3hr) — 0 
of [a? — 5? + 3(a —blal[a? + b2 J-3(a Fb) J 22] =0 
dus a? — 524 3(a—b)r == Oena? +b2 +3 (atb) JW? —=0 


Bar) db „j S(a 4-6) Gine 
er a rt 5 it 


— 3 (atb) Va? L18ab + 52 
%3 ARNE KITE 


Als a=b, is de gegeven vergelijking eene identiteit. 
dive Me, 


952. Op te lossen: 
Dt H 1443 + 6372 + Br 4 2WW=0. J. v. W. 


28 


Oplossing. 
Trek den vierkantswortel uit het eerste lid der vergelijking. 
Vat J14a3 J 630? H 98r H 28 = at + Tr +7 
ri 
1443 + 630? J- 987 + 28 
(22 HT) == 1423 J 49? 
14e? J 982 J 28 
(2? Lido dT == Mr? JH 9Bo J 49 
— 21. 
Men vindt nu , dat het eerste lid gelijk is aan 
(22 J- Tx 4-7)? — 2, 
zoodat (@° +7 J- 7)? — 21 —=0, of (#2 + Tr H- 7)? —=21 


en aìdTrd7=tV2l of 1? HTV 2 
of nt A Te H(T 21) —=0 
waaruit B [TE VAAT) : 
De vier wortels zijn alle reëel en negatief. J.sveek 
ti 0,36..; #j =— 6,63. .; 2, == — 2,68..; 
t, =d... 


J, Mars; W. Meiser & D, WunperiNK, 
Tweede oplossing. 


Om niet in de oplossing der hoogere machtsvergelijkingen 
te vervallen, onderzoeken wij of de gegevene vergel. tot den 
tweeden graadsvorm kan herleid worden; dit doen wij door 


den tweeden term te verdrijven. Daartoe stellen wij « — 


147 343 2401 
: Me Ee AR mite 

dan is «&=y 1493 J 29 5 YJ 16 
1443 = 1443 — 14742 + ed 
63x2 = 6842 — ijt 

Br J- 28 = By — 315 


1 9 
4 —_—_—— md 2 md 


21 441 — 105 21 
waaruit iz + v et i+ we? 


| 
dus y= VE vai) 
7 21 
mn -j= Deed _}- 
zoodat r EV (7 + 1/21) 
zijnde vier wortels. Eer. 


953. Men schrijft onder elkander 2 rekenkundige reeksen met 
evenveel termen. Bewijs, dat het product van den p-en 
term der fe en den (p +{)-en term der 2e reeks ver- 
minderd met het product van den (p + 1)-en term der 1e 
en den p-en term der 2e reeks constant is. 

(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, bl. 43, no. 99.) 


Oplossing. 
Zij de le reeks a, a +-v, a +2, enz. 
en de 2 „ a, adv, a +2, 


»” 


Zoo is de p-e term der le reeks a J-(p —1\v 
„ @tle , „ ie „ a Jp 
„ Pre » „ 2e ,„ deelen 
en „ @tie „ „» 2e „ apo. 


Men vindt nu; 

ako olar po) atonale 
—=aa Hap dapv—avd-plp— lo — 
— |aa apo —av Fapvt pp o'| == 
=d var. 

Deze vorm is onafhankelijk van p, dus constant. 


954. Als men in een scherphoekigen A ABC de hoogtelijnen 
AD, BH en CF trekt, welke elkaar in H snijden, dan is 
AB? + CH? —= BCO? AH? —= AC? BH? =4R?. AJ. 

Oplossing. 
Zij AD 1 BC, BE IL AC, CF | AB. 
Trek uit B de middellijn BMG, trek CG en AG, dan is 
CG LBC, dus CG//AD en AG j AB, dus AG //CH, 
derhalve is AHCG een parallelogram en AG = CH, 
In den rechthoekigen A BCG is BO? + CG? — BG? 
of BC? —J AH? —4R?, 
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In den rechth,. A BAG is AB? + AG? = BG? 
of AB? JCH? —=4R?. 

Trekt men de middellijn CMI en vereenigt men I met Á 
en B, dan is BI//AH, AI//BE en AI == BH. 

In den rechth. A CAI is dan AC? + Al? == CI? 
of AC? J- BH? —=4R?. 


Men kan nu deze eigenschap aldus lezen : 

In een scherphoekigen A is het quadraat eener zijde ver- 
meerderd met het quadraat van het bovenste stuk der op haar 
getrokken hoogtelijn gelijk aan het quadraat der middellijn 
van den omgeschreven cirkel des driehoeks. 


Voor een stomphoekigen A wordt zij: 

In een stomphoekigen A is het quadraat eener zijde vers 
meerderd met het quadraat van den afstand van het tegen= 
overliggende hoekpunt tot het hoogtepunt gelijk aan het qua- 
draat der middellijn van den omgeschreven cirkel des As. 


Voor een rechthoekigen A wordt zij de stelling van PyrHa- 
GORAS. J.M.; M. Srmons; v.p. WaL & VerBorau; A.J. 


Tweede oplossing. 
In A ABD is AB? == AD? + BD? 


„…, BHD is BD: = HB? — HD? 


„ „HCD is HD? = (CH? — CD?) 
dus AB? = AD? + CD? + HB? — CH? 
of AB? J- CH? — AC* 4 HB? ; 


waardoor de eerste helft bewezen is. 

Voor het tweede gedeelte verlengt men de loodlijnen tot 
den omtrek van den omgeschr. cirkel AD tot in K, BE tot 
in L, CF tot in N, 

Nu is A CBE A CAD, waardoor bg CL == bg CK 


A ABE» A CAF, 6 bg AL = bg AN 
hierdoor is bg AC == bg AN+bgCK 
of LANF =/ AHF 


waardoor A ANF2 AAFH 
en NE 


Verder is bekend 
AF? 4 NE? J BE? + CF? = 4R? 


AF? + HF? 
AH? J- BO?  =4R? 
waardoor ook de tweede helft bewezen is. EGER. 


955. Van een driehoek zijn twee zijden en de bissectrix van 
den ingesloten hoek gegeven. Construeer dien driehoek. 


Oplossing. 


Zij A ABC de gevraagde A ; 
de zijden BC — a, BA =c ende 
bissectrix BD — d respectievelijk 
gelijk aan de gegeven lengten 
a,b en d. 

Door het trekken van AE // BD, 
ontstaat er een gelijkbeenige A 

ABE, waarvan de basis AE kan 
berekend worden. Want ACAEm A CDB; 
dus AE:BD=CE :BC É _ d(at-c) 
DE ora waaruit Aen 
door het construeeren der vierde evenredige tot a, d en 
(a He) gevonden wordt. 

Construeer nu op AE als basis met BA —= BE == c als bee- 
nen den gelijkbeenigen A BAE, 

Trek BD —=dj|AE en verleng EB tot zij de rechte uit A 
door D getrokken in C snijdt. 

J D. K.;S. Mars; A. J. Jansen; W. Meiser & 
D. WunpeRINK; v. D. WaL & VERBORGH, 





Tweede oplossing. 


Men kan ook DF //AB trekken, dan is 

A CDF A CAB en CE: CB == 0D: CA ‚4 « (1) 
In A ABC is CD:AD == BC: BA = a: c 
(CD + AD) : (a + e) = CD : BO 

CA:(ad-o)=CD:a of CD:CA =a: (a }C). 
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Dus (1) wordt nu CF :a =a:(a Jc) en CF = 





a? 
ad c 

at atd act ee UC 
ade ade Take 

Men kan nu den gelijkbeenigen A BDF, waarvan de drie 
zijden bekend zijn, construeeren , vervolgens BC —a nemen, 
DBA == / DBE maken, CD trekken en verlengen tot zij 
BA in A ontmoet. 


BF == a — 








Derde oplasstng. 


Zij A ABC de gevraagde A. Neem BG = BA, dan staat 
de rechte AG loodrecht op de bissectrix BD. Trek door D 
de rechte NM // AG. Men heeft 

BC: BA =CD: AD 
dst OD AD 
maar CN:NG=CD: AD=arc. 

Het punt N kan dus geconstrueerd worden, door het ver- 
schil CG der gegeven opstaande zijden to verdeelen in reden 
van a: c. Men kan dan een rechthoekigen A NBD con- 
strueeren , omdat de rechthoekszijde BD = d en de hypotenusa 
BN bekend zijn. Daardoor wordt / CBD bekend en bijgevolg 
ook / ABC. 


956. Van een A ABC is / A gegeven in ligging en grootte 
en is de omtrek constant. Uit het hoekpunt B is eene 
loodlijn BP neergelaten op de bissectrix CM van den 
buitenhoek BOE van / C. Men vraagt de meetkundige 
plaats van het punt P te bepalen. 

Oplossing. 
Construeer den. aangeschreven cirkel M, die de zijde BC in 

F en de verlengden der zijden AB en AC in D en H aanraakt. 

Omdat de omtrek van den A constant en / A gegeven is, 
is deze cirkel bepaald. De veranderlijke zijde BO raakt er 
steeds aan. Trek de rechte DE, dan is deze de gevraagde 

meetkundige plaats van het punt P. 

De bissectrix van / BOE is CM. Trek PF, PD;/PER BM 

FM en DM. 

Nu is AFPC2 A CPE, dus / FPC = Z CPE. 
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Maar de cirkel op BM als mid- 
dellijn beschreven, gaat door de 
drie punten D, P en F', dewijl 
ABDMEI BP MESMER =S 90% 
daar de twee rechten BD en 
BF in dezen cirkel twee gelijke 
koorden zijn, zijn de bogen door 
deze koorden onderspannen gelijk, 
en evenzoo de // DPB en BPF. 
Uit het voorgaande volgt ook, dat 
de // BPD en CPE, respectieve- 
lijk gelijk aan de twee // BPF 
en FPC, welke elkaars complement 
zijn, ook elkaars complement zijn, 
zoodat de drie punten D,P en E in eene rechte liggen. 

E. C. K.; v. Dp, WaL & Versoren; M. Simons, 
Tweede oplossing. 

Neem op het verlengde van AC een stuk CG = BC, en 
trek uit G aan den cirkel M eene raaklijn, die het verlengde 
van AB in K snijdt. Dan verkrijgt men om cirkel M een om- 
geschreven vierhoek BCGK , waarin de diagonaal CK de bis- 
sectrix van / BCE zal zijn, terwijl de andere diagonaal BG 
loodrecht op haar zal staan. Maar, volgens het theorema van 
BRIANCHON, toegepast op den vierhoek, ligt het snijpunt P 
der diagonalen op de koorde DE, welke de twee raakpunten 
D en E verbindt. Hiermee is het gestelde bewezen. 





957. Van een trapezium ABCD zijn de evenwijdige zijden 
AD =a, BO =5b en de diagonalen AC =m, BD =n 
gegeven. Men vraagt nu de niet evenwijdige zijden AB 
en CD, alsmede de hoogte en het oppervlak van het 
trapezium te berekenen. 

Pas tevens de formule toe op het geval, dat m = 7 is, 
en bereken in dit geval den straal van den omgeschre- 
ven cirkel van het trapezium. 

Oplossing. 
Trek uit C eene rechte // BD tot zij het verlengde van AD 

in E ontmoet, dan is CE ==BD =n en DE = BO = b. 

De Vriend der Wiskunde, IX, 3 


34 


Trek CH _L AD. Nu is 
in AACD m?—=a? HCD? —2a.HD 
en in ADCE „2—=b? JOD? + 2b. HD. 
Vermenigvuldig de leden der eerste vergelijking met b, 
die der tweede met a en tel ze daarna op, dan is 
bm? J- an? —ab (a Hb) 4 (a +b) CD°, 
Ì bm? + an? —ab(a + b) 
waaruit ED ies vi nen AP een ). 
am? + bn? — ab A 


Evenzoo vindt men, dat AB = v ( atb 


Stelt men a + b 4 mtn—=2s, dan is 
LA ACB = 5 (a Hb). OH = vs (s— m)(e— n)(s—a—d) 
2 ys (s — m) (s — n) (s — a — b) 


aJ-b 
Opp. trap. ABCD = 5 (a4b). CH = 1 s (s—m) (s—n) (s—a—b) 


waaruit OH =S 


Opdat de gevonden waarden voor CD, AB, CH en opp. 
trap. voldoen, moeten zij reöel zijn, d.i. (s— mm), (s —#), 
(s — a — b) moeten positief zijn. 

Maar s — m= B en GE) ‚sn 
mn —(a +5) 
TE 

Dus moet a+ b {minen )tE(m——n) zijn. D. : 

De voorwaarden om A ACE te kunnen construeeren zijn : 
de zijde AE moet kleiner zijn dan de som der andere twee 
en grooter dan haar verschil. Als deze driehoek kan gecon- 
strueerd worden, kan men ook het trapezium construeeren, 


_ (atb) — (n—m) 
ze 5 


sab 


Toepassing. Als m=n is, verkrijgt men 
CD == AB = 1’ (m? — 46) 
2 (s— v Ee b\° | 
n= vsa de Vjr (5 Jeen 
Opp. trap. ABCD = 


ommen (HI) 


De straal van den omgeschreven cirkel om dit trapezium 
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of om den A ACD is dan volgens eene bekende eigenschap 
Ed KGTGD nV nr m° — ab 
ELKAGH Am? —(a +5) 


958. Als a, b en c gegeven lijnen zijn, vraagt men de lijnen 


2, y en z to construeeren , welke voorgesteld worden 
£ I c(a? —b®) 
door de formules # = rg 


E08 — abe + b?e 
a% — be 


en zv jab + ev (+2). 


Oplossing. 


b? 
Men kan nu eene lijn p = 7 construeeren , d.i. de derde 


EE wordt. 


p 
Omdat c,‚ a—p en a+ p nu bekend zijn, is # de vierde 
evenredige tot a+-p,c en a —p. 
V.D, War & Versoren; K. v. D. GRAFT. 


evenredige tot a en b, waardoor «== 


Tweede oplossing. 
c(a? —b?) __ c(a + 5) (a —b) 
a? J BR ar + b* 
Men kan nu de lijn g —=la? Jb* construeeren , dan is 
_ c(atb)(a—b) _ c(a+-b) a— b 
EE 
Construeert men nu de vierde evenredige r tot g, c en (ab), 


Wen 


dan is # = LE de vierde evenredige tot q, 7 en (a—ó). 


be 
AME Ee 
a3 — abe + b?e q rte 


Eik Hir a: — be Sr AP 


q 


36 


Construeer de vierde evenredige p tot a,b en c,‚ dan is 
a? —betbp_ a? Le 
ap ap a—b 
Construeer de derde evenredige q tot (a —p) en a, dan is 
2 
di zj en de vierde evenredige 7 tot a-— b, ben (p—c), 


p= z en wordt / = 


3 b(p— 
dan is == ED ‚ dus wordt y =g Jr =de som van twee 


lij nen. 


IT. ee 





ab dev (ab + en} 
Construeer een lijn p = 6 ‚d i, de vierde evenredige tot c, 
a en b, dan is pe =ab en wordt 
zv [pe Hou (pe + 0}? | =e pvc +o)|. 


Construeer nu de meetkundig middelevenredige q tot c en 


(p Fc) dan is q? = ep Je) en g= welp Je), zoodat 
zz= velp tg) —= de meetkundig middelevenredige tot c en 


(w +9). 


959. Een gegeven vierhoek middendoor te deelen door een 
rechte van gegeven richting. H. VERHAGEN. 


Oplossing. 





Zij ABCD de gegeven vierhoek, EF de rechte, die de rich- 
ting der gevraagde deellijn bepaalt. | 

Trek de diagonaal AC, deel haar in E middendoor, dan is 
ABED de helft van ABCD, Trek EQ evenwijdig aan BD, 
dan is A BDQ = A BDE, dus BQ halveert vierhoek ABCD. 

Zij P het snijpunt der verlengden van BA en CD, en MN 
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de gevraagde deellijn. Dan moet APBQ = A PMN zijn, 


en daar zij / P gemeen hebben, is 
PMSGPNESPB X POUU oe ve «rn (1) 
Ook hebben wij, wegens de evenwijdigheid van MN en EF 


PMEBN == PEPE in be % nette (2) 

De produkten van de overeenk. leden van (1) en (2) geven: 
PB X PQ Xx PE 

PM? = BP teren kene (3) 


Trekken wij QR |/ EF, dan hebben wij: 
| A 
â PQ Xx 
waaruit En Een 
Substitueeren wij deze waarde in (3), dan verkrijgen wij 
PM? =PB X PQ, 
waaruit PM nu gemakkelijk te construeeren is, 
Van MN is nu bekend: het punt M en de richting, dus zij 
is volkomen bepaald. H. VERHAGEN. 


960. In A ABC is op de zijde AB een punt D, op de zijde 
AC een punt E en op de lijn DE een punt F' gekozen, 
BD : 


| AB DF 
zoodanig dat AD ON GER 
Bewijs, dat A BFC=2X A ADE is. P. J. Bos. 
Oplossing. 


Bewijs. Wij laten uit de pun- 
ten A,D, E en F' loodlijnen neer 
B op de zijde BC, stellen elk der 
RE bovenstaande verhoudingen —= « en 
de loodlijn AK =h, zoo is: 











ME AD 1 ABA, 1e 
AN BD BD ra 
BD __ « 
AB” 1-a«' 
AX 
dus ook Ts NE Tee 
AE AC CE 1 








dus ook RE Ed 1e ; 
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Trekken wij uit D een lijn // BC, die FH in M en EL in 
N snijdt, zoo is verder: 





p= rende 
dus PM = iz TEE „EN= rs (EL — DE) — Er Tet 
ERR 
=nke: (tr)t=! 


Wij vergelijken nu A ABC met elk der driehoeken ADE en 
BFC, zoo vinden wij: 


_ AB, AC Va 
A ABO: A ADE ip X IE = (DE (14 
Pak (LR) 
Aen 

ED A 
en AABO: ABFO—AK: PH hi gl = 
Hieruit blijkt: A BFC—2 X A ADE, P. J. Bos. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


291. Schrijf alle deelers op, die gemeen zijn aan de getallen 
1008 en 1584. LR 
(J. VersuLuys, Dlbh, & Rep. br., 31.) 
Oplossing. 
Alle gemeene deelers van 2 getallen zijn deelers van hun G.G.D. 
Is nu gevraagd, op te schrijven alle deelers, die aan 2 ge- 
geven getallen gemeen zijn, dan zoeke men den G,G.D. en 
schrijft alle deelers hiervan op. 
In ons vraagstuk hebben we dus: 
1008 = 2482. 7 en, 1584 no 
Dese. aes Zin de. 
En de deelers, aan beide getallen gemeen, zijn : 
TER ts HLD 
34516, 125 24, 0#8, 
9, 18,.36,-72, 144, 
Alle inzenders, 
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292. Tot welk talstelsel moeten 8575 en 8729 herleid worden, op- 
dat het cijfer der eenheden voor beide getallen hetzelfde zij ? 
(J. VersLurs, Dlbh. & Rep. br. , 35.) TR, 
Oplossing. 

Zij a het cijfer der eenheden, dat voor beide getallen het- 
zelfde is, dan eindigen 8575 —a en 8729 — a beide op een 
nul in het nieuwe talstelsel. Deze getallen zijn dus deelbaar 
door het grondtal. Maar dan is datzelfde grondtal ook een 
deeler van hun verschil, dat is van 154, 

De deelers van 154 zijn 2, 7, 11, 14, 22, 77 en 154. 

De getallen 8575 en 8729 kunnen dus herleid worden tot 
het 2-, 7-, 11-, 14-, 22, 77- en 154-tallig stelsel. 

2-tallig: 8575 — 10000101111111 en 8729 — 10001000011001 


T-tallig: 8575 — 34000 en 8729 — 34310 
11-tallig: 8575 — 6496 en 8729 — 6616 
14-tallig: 8575 — 31 (10) 7 en 8729 — 3277 
22-tallig: 8575 — (17) (15) (17) en 8729 — (18) 0 (17) 
77-tallig: 8575 — 1 (34) (28) en 8729 — 1 (36) (28) 

154-tallig: 8575 — (55) (105) en 8729 — (56) (105). 
M. Simoxs. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 286—29IO, 941-960 en 291 en 292 zijn inge- 
zonden door: 


J. B Bakker, 286—290; 941, 942, 944, 947—949, 952, 953; 
291, 292. 

K. v.d. Graft, 283, 289; 942, 946, 948 950, 957, 958, 960; ZOL. 

A. J. Jansen, 941, 942, 944—955, 957, 958, 960. 

E. C. K., 287, 288, 290; 941, 942, 944-949, 953956, 
958—960; 291, 292 

J. D. K., 283—290; 944, 945, 947—949, 952, 953, 955, 957, 
958, 960; 291, 292. 

S. Mars, 286, 287, 289, 290; 942, 944—946, 948, 949, 952, 
953, 955, 957, 958; 290. 

J. M., 942, 944, 945, 947, 949, 953, 954; 291, 298, 

W. Meijer en D. Wunderink, 941, 942, 944 —949, 952— 960. 

M. Simons, 286—290; 941, 942, 944, 945, 947-949, MSI — 
960 ; 291, 292. 

V. d. Wal& Verborgh, 287—290 ; 941, 942, 944, 945, MT — 
949, 951—958, 960; 291, 292. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" April 1894 franco 


981. 


982, 


983. 


984. 


985. 


986, 


987, 


988, 


bij den Redacteur A.J. vaN BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 
De m-de macht der som van twee getallen is grooter, 
dan de ‚m-de macht van het eerste getal, vermeerderd 
met 7-manl het product der (m — I)-ste macht van Ee 
eerste getal met het tweede. Bewijs dit, 
Opdat een getal een vierkant zij, is het noodig en vol- 
doende, dat de exponenten van zijne priemfactoren oven 
zijn. Bewijs dit. 
Als verscheidene verhoudingen ongelijk zijn, is de ver- 
houding, die tot teller heeft de som der tellers en tot 
noemer de som der noemers van deze verhoudingen, 
begrepen tusschen de kleinste en de grootste dezer ver- 
houdingen. 
Een koopman ontvangt uit Liverpool goederen ter waarde 
van £ 675, korting 1 °/,, onkosten van inkoop en ver- 
zending 5°/, van het bedrag der factuur. Hoeveel be- 
draagt de verkoop dezer goederen, als hij op den ver- 
koop 3°/, onkosten heeft, 10°/, winst wil genieten en 
1 £ met f 12,05 betaalt ? 
Vier termen van eene rekenkundige reeks, namelijk de 
eerste, tweede, vijfde en laatste term, vormen eene meet- 
kundige reeks, wier som 80 is. Wat is de som van alle 
termen der rekenkundige reeks ? 
De eerste term van eene rekenkundige reeks, wier ver- 
schil 1 is, is tweemaal zoo groot als de eerste term van 
eene meetkundige reeks; de derde termen zijn in beide 
reeksen geliĳk; de vijfde term van de rekenkundige reeks 
is 10 minder dan de vijfde term in de meetkundige. 
Bereken den zevenden term van elke reeks. 
Men vraagt x op le lossen uit de vergelijking 
xe (bwa) — ar? =(b— 0) dr —a. 
S. DE Gasr Jz. 
Leid uit no. 641 (zie bl. 14) af, dat de vorm: 
(el Kg) Leto HEE (re ats At Gates EN 
deelbaar is door :. 


989, 


990. 


991. 


992, 


993. 


994, 


995 


996, 
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(s—=1) (22 — 1) (4 —1)..…… Ok 
(N. L. W‚ A. Graveraar, Vrgst. m. d. antw. b. ’t Irb. d. alg. 
643.) __H. Srersua. 


Welke waarden hebben de onbekenden in de vergelijkingen 


Dd aythy? 4 4 es 

Di 8 en #2 J- 2/2 =9. 

(Eerr en Nievwaurs, Prac, Alg. II, bl. 43, no. 22) 
J. C. Ecrr. 

rig 34 

De logarithmische vergelijking log 2e mn 

op te lossen. (Akte-ex. Wisk. L. O. 1893.) 

Te bewijzen, dat 


(2a + 35 — e)13 — 1(2a4)13 + (34) 13 — cl3 


deelbaar is door 13. (Akteex. Wisk. L. O. 1893.) 
Hoe groot is een kapitaal, dat, tegen 5 °, rente, in 
twaalf jaarlijksche termijnen betaald wordt (met aflos- 
sing der samengestelde interest) als de eerste termijn 
J 1000 is en elke termijn 5 der vorige grooter is dan 
die vorige? (Akte-ex. Wisk, L. O. 1893.) 

Een A te construeeren, waarvan gegeven is / A — 114, 
ZL B=36° en de som der hoogtelijnen, getrokken uit 
A en B op overstaande zijden —= 12. 

(Akteex. Wisk. L. O 1893.) 

Bepaal een punt zóó, dat uit dat punt een lijn van ge- 
geven lengte onder een gegeven hoek gezien wordt, en 
dat tevens de afstanden van dat punt tot de uiteinden 
der lijn een gegeven verhouding hebben. 

(Akte-ex. Wisk. L. O. 1893) 

Laat men uit een punt van den omgeschreven cirkel eens 
vierhoeks loodlijnen op de zijden neer, dan is het pro- 
dukt der loodlijnen op een paar overstaande zijden gelijk 
aan het produkt der loodlijnen op het andere paar. Te 
bewijzen, (Akte-ex. Wisk. L. O. 1893.) 

In een trapezium, dat om en in een eirkel kan beschre- 
ven worden, heeft men een cirkel getrokken. Wanneer 
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men de raakpunten van den cirkel met de niet evenwij= 
dige zijden door een lijn verbindt, dan is die lijn har- 
monisch middelevenredig tusschen de evenwijdige zijden, 
Bewijs dit. p. J. M, 
997, De meetkundige plaats te bepalen van de uiteinden der 
gelijke evenwijdige lijnen, wier aanvangspunten alle op 
een cirkelomtrek liggen, 
(J. VersLuys, Meth. opl. Mtk vrgst. S 52, 1.) 
998. Bereken de lengte der lijn, welke twee overstaande zijden 
van een vierhoek in een gegeven verhouding verdeelt. 
999. Trek de gemeenschappelijke raaklijn aan twee cirkels 
en maak daarbij gebruik van de gelijkvormigheidspunten. 
1000. Trek evenwijdig aan de basis BO van een A ABC eene 
rechte DE, welke de zijden AB en AC in D en E 
snijdt, zoodanig, dat de vierkanten op BD en CE samen 
gelijk zijn aan het vierkant op DE, 
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Dit boek is zeer lendasenrs De ‘Schrijfster leert aan 
de lezeres het koken van den beginne af niet alleen , doch 
vereenigt smakelijk koken met goed voeden. Men vindt er 
de beteekenis der spijzen als voedsel in vergeleken met de 
voedingswaarde en de geldswaarde (prijzen). Het matig- 
heidsbeginsel is er in gehuldigd. Wat men er in leest over 
de keuken, den schoorsteen, het fornuis, de brandstoffen , 
het keukengereedschap enz. getuigt van veel zaakkennis. 
Het is een practisch boek. 
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REKENKUNDE. 
Te 


GELIJKHEDEN EN ONGELIJKHEDEN, WAARVAN DE TWEE LEDEN 
GEHEELE GETALLEN ZIJN. 


1. HBigenschap. Men verkrijgt eene gelijkheid : 
19. Als men een zelfde getal voegt bij de twee leden eener 
gelijkheid ; 
20, Als men een zelfde getal aftrekt van de twee leden eener 
gelijkheid ; 
30, Als men verscheidene gelijkheden lid voor lid samenvoegt ; 
40, Als men twee gelijkheden Vid voor lid van elkaar aftrekt ; 
50, Als men de twee leden van eene gelijkheid met een zelfde 
getal vermenigvuldigt ; 
60, Als men verscheidene gelijkheden lid voor lid met elkaar 
vermenigvuldigt ; 
70, Als men de twee leden eener gelijkheid tot een zelfde 
macht verheft. 
Deze eigenschap is duidelijk. 


9. Eigenschap. Als men een zelfde getal voegt bij de twee 
leden eener ongelijkheid, verkrijgt men eene ongelijkheid der- 
zelfde soort. 

Hetzelfde heeft plaats, als men een zelfde getal van de 
twee leden eener ongelijkheid aftrekt. 

Zij de ongelijkheid úD 

Nu moet men bewijzen, dat a +) b Hc. 

Stel het versehil a—b—=d, dan heeft men de gelijkheid 

a—=bd-d, | 

waaruit, door c bij de twee leden op te tellen, de gelijkheid 
ad e=(b He) Jd 

ontstaat, en bijgevolg, daar de som van verscheidene getallen 

grooter is dan elk dezer getallen, de ongelijkheid 
adedhbde, 

hetgeen bewezen moest worden. 

Zijn a en b de twee getallen. 


dt 


gb, ade—=bte, a—C=b—t, 
Als { a > b, is ook ade) bte, en ja—ce >} be, 
a<b, ade bte, a—c { be. 


Dus, als men een zelfde getal bij twee andere getallen op- 
telt, of er van aftrekt, bestaat er tusschen de sommen of de 
verschillen, wat de grootte betreft, dezelfde betrekking als bij 
deze getallen. 


3. Bigenschap. Als men verscheidene ongelijkheden van 
dezelfde soort lid voor lid samenvoegt, verkrijgt men 
weder eene ongelijkheid van dezelfde soort. 

Zijn de ongelijkheden a > 5 

a, ) ba 
a, ) b, 
dan moet men bewijzen, dat 
ada, da, > Hb, Hbo. 

Stel de verschillen a —b, a, — by, 4, — b, respectievelijk 
voor door d, d,, d,. 

Nu is, omdat het verschil van twee geheele getallen het 
geheele getal is, dat men bij het kleinste moet optellen om 
het grootste te verkrijgen, a —=b H-d 

a,b, Hd, 
a, =b, Jd, 
waaruit, door de overeenkomstige leden op te tellen, de ge- 
lijkheid ada, Ha; =(bHbi Hb, + (dd; +d.) 
volgt, en bijgevolg ook de ongelijkheid 
ata, ta, bb Hb, 


wat bewezen moest worden. 


4. HEigenschap. Als men twee ongelijkheden van tege n- 
gestelde soort lid voor lid van elkaar aftrekt, ver- 
krijgt men eene ongelijkheid der eerste soort. 

Zijn de ongelijkheden a >b 

a, <b, 
dan moet bewezen worden, dat a — a, >b—b,. 

De tweede ongelijkheid heeft dezelfde beteekenis als de vol- 
gende: b, ) a,. 

Als men deze laatste ongelijkheid lid voor lid bij de eerste 
voegt , komt er atb,d>ba, 
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waaruit, door van de twee leden de som a, +b, af te trek- 
ken, volgt 
atb bdidbtai — a, — bi 
of a—ad, dbb, 
Hiermede is de eigenschap bewezen. 


5. Eigenschap. Als men de twee leden eener ongelijkheid 
met een zelfde getal vermenigvuldigt, heeft men wederom eene 
ongelijkheid der zelfde soort. 

Zij m het getal, waarmee men de twee leden der ongelijk- 
heid a ) b vermenigvuldigt. 

Dan moet bewezen worden, dat am > bm. 

Duiden we door d het verschil a —& aan. Dan is 

az=bd-d 
waaruit, als men de twee leden dezer gelijkheid met m ver- 
menigvuldigt , am=—=bm + dm, 
en bijgevolg am > bm, 
wat bewezen moest worden. 

Als a en b de getallen zijn, welke met ‚ moeten verme- 

nigvuldigd worden, dan is | 





db, am = bm, 
als bne STORE am > bm, 
lab, am { bm, 


Dus, als men twee getallen met een derde vermenigvuldigt, 
bestaat er tusschen de producten, wat de grootte betreft, 
dezelfde betrekking. 


6: Bigenschap. Als men van twee ongelijkheden van 
dezelfde soort de overeenkomstige leden vermenigvuldigt, 
heeft men weder een ongelijkheid van dezelfde soort. 

Zijn de ongelijkheden a >»b, 

a, > b, 

Dan moet bewezen worden, dat aa, > bb, 

Vermenigvuldig de twee leden der eerste ongelijkheid met 
«, en die der tweede met 5,. Wij vinden dan de nieuwe on- 


gelijkheden aa, > ba, ; 
ba, > bb, ; 
waaruit volgt aa, > bb. 


Wat te bewijzen was, 
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7, Eigensehap. Als men de overeenkomstige leden van 
verscheidene ongelijkheden van dezelfde soort met elkaar ver- 
menigvuldigt , heeft men weder eene ongelijkheid der zelfde soort. 


8. Eigenschap. Als men de beide leden van eene ongelijk= 
heid tot dezelfde macht verheft, heeft. men weder eene onge- 
lijkheid der zelfde soort. 


9. Higenschap Met product van twee getallen bevat zoo- 
veel cijfers, als er in de twee getallen samen zijn, of één 
minder. 


10, Eigenschap. Met aantal cijfers van het product van 
a factoren, welke samen m cijfers bevatten, is gelijk aan m, 
of aan (m—a-1), of aan een der tusschen gelegen getallen. 


Over het wederkeeren van het cijfer der eenheden bij 
sommige machten. 


Het is bekend dat 25 = 32 weder op 2 eindigt; maar om- 
dat 3216 X2, zoo moeten ook 16 Xx32—=512, 16 X 512 
— 8192 enz, op 2 eindigen ; de machten van 2, die het cijfer 
2 in de eenheden hebben, zijn dus de 5e, 9e, 13e, 17e enz. 
macht. Met 3 is het evenzoo gesteld; 3* —= 81, dus 38° —= 243, 
39 =81 X243, 313 =81 X81 X 243 moeten ook op 3 ein- 
digen; en zoo gaat het met alle anderecijfers ook: bijv. 

15 == XT == 240175 79 STEK TAK 7 == (ZONEN 

In één woord, de 5e, Je, 13e, 17e in het algemeen de 
An J-1ste macht van een der cijfers 2 tot 9 eindigt op het= 
zelfde cijfer als de eerste macht. 

Om hiervoor een algemeen bewijs te vinden, nemen wij de 
volgende redeneering : 

Als zeker cijfer of getal N, geschreven in een talstelsel , 
waarvan de basis B is, verheven in de macht c op hetzelfde 


cijfer zal eindigen als de eerste macht, zoo moet N —N op 
nul eindigen, dus door de basis van het talstelcel deelbaar 
C 


De N —N 
zijn, of 


B is een geheel getal. 
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nk ce—l1 
EN NON ej Need 
_ Deze vorm brengt ons op het denkbeeld om het theorema 
van Fermat te gebruiken. 


C 


Feruar leert ons, dat N°! — 1 deelbaar is door p, wan- 


neer p ondeelbear en geen factor van N is, 

Behalve het bewijs, dat ik hiervoor in mijn Nieuw Rekenk. 
Allerlei gegeven heb, vond ik onlangs nog het volgende be- 
wijs, dat de vermelding wel waardig is. 

Nemen wij den tweeterm 1 +-# en verheffen wij die in de 
macht c; dan Á 


Wiget Serg LE Dn 
—1) c—2 C— 
ed dd 


In het tweede lid dezer vergelijking zijn alle termen , be- 
halve den eersten en den laatsten, door c deelbaar; brengen 
wij die beide termen naar het eerste lid: 

(LH 2) nl sto v2 J- enz. 
dan moet ook thans het eerste lid door c deelbaar zijn, om- 
dat het tweede lid er door deelbaar is, Stellen wij nu 
14-z=N, dan verandert het eerste lid in 

NN elo (Nele (Net) 

Daar deze vorm door c deelbaar is, zoo moeten aftrektal 
en aftrekker, ieder afzonderlijk door c gedeeld, gelijke resten 

C 


geven. Duiden wij door R B ) de rest aan, die over- 


blijft als men den teller door den noemer deelt, dan volgt 
uit het bovenstaande 


Trekken wij van de tellers van beide leden dezer vergelij- 
king N— 1 af, dan verkrijgen wij 
N—_N (NNI) 
Een) 


dot CG 
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Nu zien wij dat de beide deelen van den tweeden teller ieder 
de eenheid minder zijn dan in den eersten teller; daaruit 
volgt natuurlijk ook : 


5 (ÎS DE En (SE 


C 


c c 
Maar dit laatste lid is op zich zelf gelijk nul, dus is ook 
de rest nul; en daaruit volgt tevens, dat de voorgaande vor- 


men geen rest overlaten, en dus dat ook 


NN _NeEN(N '— 1) 


door c deelbaar is; en daar N en c wel geheele getallen 
zijn, maar c ondeelbaar en geen factor van N is, zoo is 


at (En 3) —(N en Er 


C—- 


N° — 1 door c deelbaar. 

Als wij deze uitkomst uit het theorema van Fermat, dat 
N _—N 
Ere eeen rest overlaat, op onze stelling toepassen, dan 
zien wij reeds, dat in elk talstelsel, waarvan de basis een 
ondeelbaar getal is, elk willekeurig geheel getal N verheven 
tot eene macht gelijk aan de basis, en daarna met N ver- 
 minderd, door de basis gedeeld geen rest overlaat; dus elk 
getal N in het drietallige stelsel tot de derde macht, in het 
vijftallige tot de vijfde macht, in het zeventallige tot de zevende 
macht, enz. verheven en die macht weder met N verminderd, - 
geen rest overlaat wanneer het door de basis van het stelsel 
gedeeld wordt. 


Vervolgens is de teller N — N altijd een even getal, want 
ook het verschil van twee onevene getallen is even; c daaren- 
tegen is een ondeelbaar getal, dus altijd oneven, behalve 
wanneer c == 2 is; daardoor is het quotient ook even. 

Stellen wij daarom 

C € 
NN —z2G of NENE = G, 
c 2e 
dan zien wij dat de basis van het talstelsel ook het dubbel 


mag zijn van de ondeelbare macht, waartoe het getal N ver= 
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heven wordt; wanneer dus 2e de basis van het talstelsel 10 
is, is c— 5, waardoor het eerste deel van de stelling in het 
tientallige stelsel bewezen is. 

Gaat nu de stelling door voor de macht c‚ dan gaat zij ook 
door voor de macht 2e — 1, dat is e + (c — 1); want stelt 


men N° als eerste factor en men voegt daarbij nog c —1 
factoren N, dan heeft men in het geheel c factoren, die alle 
hetzelfde cijfer in de eenheden bezitten. Om dezelfde reden 
gaat de stelling ook door voor de machten 3e —2, 4c —3, 
enz. in het algemeen voor de macht ne — (n—1) — n pe + ĳ 
dus in het tientallige stelsel, waarin 2e = 10 of c—=5 is, 
voor de 5e, Je, 13e macht enz. Stelt men 2e —=6 of Cz=8: 
dan ziet men dat de stelling in het zestallige stelsel naren 
voor de 3e, 5e, Te, 2n J- le macht, 
In het Eon st. is 5 — 205, 55— 22245. 


veertient. st, is 27 — 92, 2 90 A2 

ETA 
» »„ zevent. et, is 310 —6243, 316 — 16360113 enz. 
Wij hebben nu gevonden, dat de stelling doorgaat : 


” n 


in het tient, stelsel voor de 5e, Je, 13e, Án + le macht; 
Be _ zest, „» »„ 3e, 5e, Je, Ante „ 
„ »„ veertient. „ » _»„ te, 13e, 19e, On +le „ 


en voor de stelsels, waarvan de basis een ondeelbaar getal is : 
voor machten gelijk aan de basis, of gelijk aan één minder 
dan een veelvoud van de basis, J. C. Bern. 


en 


BENE Bicenscgae van aar Gera, 365 
5 PP 
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_Toelatings-examen 1e Studiejaar Cursus Se Regiment Inf. 
5 Juli 1893, 


Rekenkunde, 5 vragen. 


No. 1 (!/, uur). Bereken de waarde van den volgenden vorm: 


1 
Leg 
0,083 — Foa : — OE 
SAS De 
7 7 


(De net moeten alle op het papier voorkomen ) 

No. 2 (!/, uur). Eene zuiver repeteerende decimale breuk 
en eene nauwkeurige decimale breuk worden met dezelfde cij- 
fers geschreven. Als hun som nu 0,904$ is, vraagt men die 
breuken, door eene beredeneerde rekenkundige oplossing, te 
bepalen. 

No. 3 (!/, uur). Een getal bestaat uit 20 zevens (777... 
enz). Beredeneer hoe men de resten vindt, wanneer men dat 
getal deelt door 8, door 9, door 1i, door 25. 

No. 4 ('/, uur). Een bak, lang 2,6 M., breed 3,5 M. en 
hoog 15 dM., is voor een deel met water gevuld. Voegt men 
er 3640 L water bij, dan is de bak tot op 1 dM. van den 
rand gevuld. Hoe hoog stond het water eerst ? 

No. 5 (Ì/, uur). A heeft katoen verkocht met k 9, winst. 


Daar hij echter korting toestaat, wint hij slechts 215 of. Hoe- 
veel percent korting gaf A wel? 


7 Juli 1893. 


Meetkunde , 5 vragen. 


No. 1 (f/, uur). De som der drie rechte lijnen, die een 
punt binnen een driehoek verbinden met de hoekpunten des 
driehoeks, is grooter dan de halve omtrek en kleiner dan de 
geheele omtrek des driehoeks. Bewijs. 

No 2 ('/, uur. Bewijs, dat twee rechthoekige driehoeken 
congruent zijn, als ze een rechthoekszijde en het verschil van 
de hypotenusa en de tweede rechthoekszijde gelijk hebben. 

No. 3, Bewijs, dat twee trapeziums congruent zijn, als ze 
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de evenwijdige zijden en de hoeken aan de basis gelijk hebben. 
(De gegevens komen in beide figuren in dezelfde volgorde voor.) 

No. 4 (%/, uur). Door een der hoekpunten van een gegeven 
driehoek een rechte lijn zoodanig buiten den driehoek te trek- 
ken, dat het verschil der afstanden van de andere hoekpunten 
tot de gevraagde lijn gelijk is aan eene gegeven rechte lijn. 

No. 5 (°/, uur). Construeer een rechthoekig trapezium , 
als gegeven zijn een der evenwijdige zijden, de scheeve hoek 
aan die zijde, terwijl de andere evenwijdige de som is van de 
rechthoekszijde en het schuine been. 


8 Juli 1893. 


Stelkunde, 5 vragen. 


No. 1 (1, uur). Bepaal den vorm van den laagsten (ge- 
heelen) graad, op welken de navolgende vormen deelbaar zijn: 
15m? + 16mn — 15n?; 25m? — 30mn + In? ; 

25m? — In? ; T5m3 H- 125m2n — 2Llmn? — 45n3. 
No. 2 (!/, uur). Ontbind in factoren van den eersten graad: 
(Ben — In) (Bp — 49) — (4m — In) (1lp + 99) + 
(4m — In) (Op — 89) — (4m — In) (p — 214) 
en a* — a? —a tl. 
No. 3 (U, uur). Bepaal het quotient 
(1282797 — 218727): (2xy — 32) 
volgens de regels der merkwaardige quotienten. 
Geef de eersto 3 en de laatste 3 termen op van de deeling 


ma p+3( 
_ No. 4 (*/, uur). Herleid: 
a? + 3ab a? — ab ) ( a3 Sa ) 


Ja? —b? Ja? — Gab J- b° 37ar HT 1842 — 252 
Van welken graad is de uitkomst ? 
No. 5 (!/, uur). Beredeneer hoe ge de z-de macht vindt van: 





2 
PXD Xp) Xp? 
en stel de uitkomst zoo eenvoudig mogelijk voor. Waarom is 
dit produkt altijd positief? (x is een rekenkundig geheel getal.) 


eN 


Afhankelijkheid en evenredigheid. 


1, Men noemt in de wiskunde, en ook in haar onderdeel 
de rekenkunde, eene grootheid afhankelijk van eene andere, 
als eene verandering van de laatste eene verandering van de 
eerste tengevolge heeft. 

De afhankelijkheid is wederkeerig, d.w.z. als A verandert 
tengevolge eener verandering van B, dan zal ook B eene ver- 
ndering ondergaan tengevolge van eene verandering van Á. 

2. De afhankelijkheid tusschen twee grootheden openbaart 
zieh op vele verschillende wijzen. Vooraf ga de opmerking , 
dat wij bij het bestudeeren van de afhankelijkheid van twee 
grootheden alle invloeden, die veranderingen van andere groot- 
heden kunnen uitoefenen , buitensluiten. Bijv. als wij willen 
weten, welke betrekking er bestaat tusschen de lengte van 
een rechthoek en zijn inhoud, dan denken wij aan eene stand- 
vastige breedte. Als wij den invloed van den tijd en de snel- 
heid bij eenparige beweging nagaan, denken wij den te door- 
loopen weg onveranderlijk, enz. Wij doen daarbij als de na- 
tuurkundigen: als wij de wetten van eenig natuur verschijnsel 
onderzoeken , sluiten wij buiten wat de werking der te onder- 
zoeken krachten op elkander zou kunnen verstoren, 

3. Op de eerste plaats merken wij op grootheden, die zoo 
veranderen, dat hare som dezelfde blijft. In dat geval wordt 
de eene zooveel grooter als de andere kleiner wordt. Bijv. de 
som van dag en nacht is 24 uur; wordt de dag een uur lan- 
ger, dan moet de nacht een uur korter worden. De som der 
hoeken eens driehoeks is 180°; wordt één der hoeken 20° 
grooter, dan moeten de beide andere samen 20° afnemen, enz. 

4, Ten tweede onderscheiden wij grootheden, die gelijktijdig 
met ‘een zelfde verschil òf beide toe- òf beide afnemen. Van 
dien aard zijn bijv. de ouderdom van twee personen, de af- 
stand van eenig punt op een weg tot het voor- en tot het 
achterwiel van een voortgaand rijtuig, enz. 

5. Ten derde merken wij grootheden op, die gelijktijdig 
grooter of gelijktijdig kleiner worden, en wel hetzelfde aantal 
malen. Voorbeelden: is eene hoeveelheid koopwaar tweemaal 
zoo groot als eene andere, dan zal ook de koopprijs der eerste 
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hoeveelheid tweemaal zoo hoog zijn als die der andere. Zoo 
is het ook met de lengte en den inhoud van twee rechthoeken 
de rente en den tijd van twee kapitalen, enz. Zulke groot- 
heden noemt men recht evenredig afhankelijk. 

6. Ten vierde bestaan er grootheden, die zoodanig van 
elkaar afhangen, dat, als de eene zeker aantal malen grooter 
of kleiner wordt, de andere hetzelfde aantal malen kleiner of 
grooter wordt. Voorbeelden : de lengte van een rechthoek ten 
opzichte van de breedte, als de inhoud niet verandert ; de 
deeler en het quotient, als het deeltal constant is, enz. Men 
noemt zoodanige betrekking omgekeerd evenredig a‘ hankelijk. 

7. Deze vier betrekkingen van afhankelijkheid zijn van den 
allereenvoudigsten aard, Doen zij zich bij onbenoemde getal- 
len voor, dan houden zij in, dat respectievelijk de som, het 
verschil, het quotient en het product onveranderd blijven. 

8. Van minder eenvoudigen aard zijn deze voorbeelden van 
af hankelijkheid : 

a. de zijde en de inhoud van een regelmatigen veelhoek : 
wordt de zijde n maal zoo groot of klein, dan wordt de in- 
houd „2 maal zoo groot of klein. Van denzelfden aard is de 
afhankelijkheid tusschen den valtijd en den doorloopen weg 
bij den vrijen val, tusschen de lengte en den slingertijd eens 
slingers, e. m. a. ; 

b. de ribbe en den inhoud van een regelmatig lichaam. Wordt 
de ribbe met # vermenigvuldigd, dan wordt de inhoud met 
n3 vermenigvuldigd ; 

c. het aantal zijden en de som der hoeken eens veelhoeks : 
wordt het eerste met 1 vermeerderd, dan wordt de laatste 
1 x 180° grooter ; 

d. elke formule in onverschillig welke wetenschap drukt 
eene betrekking van afhankelijk uit; juist het omslachtige vau 
de omschrijving in woorden heeft den mensch er toe gebracht, 
eene formule uit te denken. 

9, Om eene voorstelling te krijgen van de grootte eener 
grootheid, onderzoeken wij, hoeveel maal er eene bekende , 
gelijksoortige grootheid van afgenomen kan worden. Die be- 
kende grootheid noemen wij maat; het onderzoek naar het 
aantal malen, dat de maat op eene grootheid begrepen is, 
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heet meten. Wij kunnen lengten, oppervlakten, inhouden, 
zwaarten, tijden, geldswaarden, enz. meten, en gebruiken 
daartoe lengtematen, vlaktematen , enz. 

10. Kan eene maat eens of meermalen afgenomen worden 
van twee of meer verschillende grootheden, dan noemt men 
haar gemeene maat van die grootheden. De grootheden zelve 
heeten onderling meetbaar. 

IL. Onderling onmeetbaar zijn dan vooreerst grootheden, 
die niet met eene maat van dezelfde soort kunnen worden ge- 
meten, als bijv. de lengte en de inhoud van een rechthoek. 
Maar het begrip onderling onmeetbaar omvat ook grootheden, 
die wel met dezelfde soort van maat gemeten kunnen worden, 
maar voor wie geene maat de vereischte grootte heeft om op 
beide een zeker aantal malen begrepen te zijn. Bijv. de zijde 
en de diagonaal van een vierkant kunnen beide met eene 
lengtemaat worden gemeten; maar er bestaat geene lengte, 
hoe klein ook, die van beide een geheel aantal malen kan 
worden afgenomen. Zoo is het ook gesteld met het oppervlak 
van een cirkel en van eenigen daarin of om beschreven regel- 
matigen veelhoek ; beide moeten met vlaktematen gemeten wor- 
den, maar geene vlaktemaat kunnen wij aanwijzen, die op 
beide oppervlakten een geheel aantal malen is begrepen 

12. De uitkomsten der metingen zijn getallen. 

13. Men kan onderzoeken, hoeveel maal eene grootheid op 
eene daarmede gelijksoortige is begrepen. De uitkomst van dat 
onderzoek heet de verhouding tusschen die grootheden. Ge- 
tallen drukken ook eene verhouding uit: die tusschen eenige 
grootheid en de daarmee gelijksoortige maat. Hebben wij twee 
grootheden met dezelfde maat gemeten, bijv. de lengte en de 
breedte eener kamer met den meter, en bevonden dat deze 5 
maal op de l. en 4 maal op de br. begrepen is, dan hebben 
wij nog wel niet de verhouding tusschen del. en de br., 
maar met behulp van de verrichte metingen kunnen wij die 


nu gemakkelijk vpgeven; immers 4 M. gaat op 5 M 5 maal, 
l 


dus lj 


maal is de br. op de 1. begrepen, derhalve is de ver- 


houding tusschen 1. en br. 15. 
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Hebben wij twee kapitalen, die wij beide meten kunnen 
met eene maat == duizend gulden, en denken wij die weer 
respectievelijk 5 maal en 4 maal begrepen op de kapitalen, 


dan is alweer de verhouding 5:4 = 5, 


Men ziet hieruit, dat de getallen 5 en 4 de verhouding be- 
palen. Men geeft hun den naam verhoudingsgetallen, en hun 
quotient is de verhouding van de twee grootheden, die met 
dezelfde maat gemeten zijn. Van eene verhouding tusschen 
drie of meer grootheden kan geen sprake zijn: wel zegt men, 
dat de lengte, de breedte en de diepte van een bak zich ver- 
houden als 5, 4 en 3, maar dat is eene verkorte uitdrukking 
voor deze: „de lengte en de breedte verhouden zich als 5: 4, 
en de breedte en de diepte verhouden zich als 4: 3.” Immers, 
de verhouding is een quotient, en we kennen wel een quotient 
van twee, maar niet van drie of meer getallen. 

14. Boven vonden wij, dat de 1. en de br. der kamers 
resp. 5 en 4 meter zijn, dus dat 5 en 4 de verhoudingsge- 
tallen zijn. 

Nu kunnen wij tal van andere gemeenschappelijke maten 
buiten den meter bezigen. Nemen wij een halven meter, dan 
krijgen wij voor verhoudingsgetallen 10 en 8, dus getallen, 
die 2 maal zoo groot zijn als het eersto paar. Nemen wij 
als maat den decimeter, dan vinden wij 50 en 40, dus ver- 
houdingsgetallen , die 10 maal zoo groot zijn als de eerste, enz. 

In het algemeen leeren wij daaruit: nemen wij de gemeen- 
schappelijke maat # maal zoo klein, dan worden de verhou- 
dingsgetallen „» maal zoo groot; nemen wij de maat » maal 
zoo groot, dan worden de verhoudingsgetallen # maal zoo klein. 

Daaruit vloeit voort deze eigenschap: 

eene verhouding behoudt hare waarde, als de beide verhou- 
dingsgetallen met hetzelfde getal worden vermenigvuldigd of 
door hetzelfde getal worden gedeeld. 

15. Weten wij, dat de grootheden A en B zich verhouden 
als 6:7, en dat de grootheden B en C zich verhouden als 
11:13, daa zullen wij trachten, de verhouding tusschen À 
en U te vinden. Deze is klaarblijkelijk niet als 6:13; im- 
mers, A bevat 6 maal eene grootheid, die 7 maal in B is 
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begrepen, C bevat 13 maal de grootheid, die 11 maal in B 
begrepen is, dus A en C zijn met verschillende maten gemeten. 
Nu vindt men wel eens deze handelwijze aangegeven : 
AB 0 aso 
DO Le 
De produkten der overeenkomstige termen van twee even- 
redigheden vormen eene nieuwe evenredigheid, dus 
ACB BO RLD 
of Ar: GO HR LRE 
Oogenschijnlijk is dat in orde. Inderdaad staat er de grootste 
ongerijmdheid. Immers, A en B stellen twee grootheden voor 
(kapitalen, arbeidskrachten, lengten, of wat ook); zoo ook 
B en C, en dus heeft een produkt van dergelijke zaken geen zin. 
We dienen aldus te redeneeren : 


AD Tdi A= van B; 
BO en rn C. 
6 
derhalve A= van pO (Â xt a) 0, 
AE 


Of: bij de eerste meting gebruikten wij „B als maat, bij 

de tweede meting 58. Nemen we nu een kleinere maat, die 
1 1 

zoowel op „B als op Ti B een heel aantal malen is begrepen. . 


meet & at é 
De grootste, die wij daartoe kunnen bezigen, is = B. Die 


is Îl maal zoo klein als de eerste, en 7 maal zoo klein als 
de tweede maat. We vinden dan: 
AB DRL AB AS TN 

dus de maat, die 66 maal op A begrepen is, is 91 maal in 
C begrepen, ilena As OZ 0b 0 

16 Eene verhouding wordt met # vermenigvuldigd, KE 
wij den eersten term met » vermenigvuldigen of den tweeden 
term door » deelen, 

Eene verhouding wordt door „ gedeeld, als de eerste term 
door » gedeeld of de tweede term met 7 vermenigvuldigd wordt. 
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Eene verhouding omkeeren wil zeggen, de termen der ver- 
houding verwisselen. 

Eene verhouding met een getal n vermeerderen of. vermin- 
deren geschiedt, door „ maal den tweeden term bij den eer- 
sten op te tellen of door hem er # maal af te nemen; 
immers A:BtEn—=A:BtnB:B=(A B): B. 

Het produkt van twee verhoudingen is eene verhouding, 
wier eerste term is het produkt der voorgaande verhoudings- 
getallen, en wier tweede term is het produkt der volgende 
verhoudingsgetallen. Is bijv. de verhouding der grootheden 
A en B als p:g, die der grootheden C en D als r:s, dan 





hebben wij: A: B (onbenoemd getal!) = : 
Je 
C:D ( »  )= 5 
dus (A:B)X(C:D)=j XG == 07108 
Men wachte zich voor de ernstige fout: 
er Cee C 
A:B)x(C:D) == X5 =p AC: BD. 


Op soortgelijke wijze behandelen wij het quotient van twee 
verhoudingen, en zoo ook de som en het verschil, de mach- 
ten en de wortels; dus bijv. niet 


(A: B: = (2) =5 — Â2:B2, 
maar aldus: 
zij de verhoudig (A: B) =m:n, dan is ook de tweede macht 
van (A:B)=(mint= (2) -Z 
; ” n°” 
dd (A: B) =S m2:n3: 


van (A:B) kan de tweede macht wel, van A of van B kan 
ze niet genomen worden: (A:B) is een onbenoemd getal, A 
en B zijn grootheden. 

Nu zullen wij overgaan tot de behandeling van evenredig- 
heden, zoowel gewone als samengestelde, waarin grootheden 
voorkomen. Wij zullen ens daarbij nog al eens bedienen van 
de eigenschappen der evenredigheden met onbenoemde getallen, 
maar ze niet bewijzen, omdat ze in ieder leerboek der reken- 


kunde worden behandeld. (Wordt vervolgd.) 
Amsterdam, 1 Jan. ’94, H, VERHAGEN. 


Over de axioma's der meetkunde. 


Nu reeds sedert meer dan twintig jaren doen door onze leer- 
boeken der meetkunde de vier axioma’s de ronde, door Hovr 
voorgesteld in zijn Essai critique sur les principes fondamen- 
taux de la géoméêtrie élémentaire, Paris 1867. 

Niettemin zijn deze axioma's blijkbaar opverrena niet toe- 
reikende, om er alle. overige eigenschappen der meetkunde 
door redeneering uit af te leiden. Wie eenigszins nauwlettend 
toeziet bij het bewijzen van stellingen, zal opmerken, dat hij 
zich telkens en telkens weer moef beroepen op nog andere 
grondwaarheden, die weliswaar door ieder zonder eenig voor- 
behoud als waar worden erkent, maar die niet uit Hovër’s 
axioma's kunnen worden afgeleid en evenmin in belangrijkheid 
voor deze behoeven onder te doen, 

Als men het b.v. noodig acht, om met Hovür het bestaan 
van rechte lijnen en platte vlakken te postuleeren , moet dan 
niet evenzeer door axioma’s worden uitgedrukt, dat er lichamen, 
vlakken, lijnen en punten bestaan ? 

En op welke wijze overtuigt men zich, dat een zich be- 
wegend punt een lijn beschrijft, enz., anders dan door zijn 
voorstellingen te raadplegen. 

Meent men verder uitdrukkelijk te moeten vermelden, dat 
de stand van een figuur in de ruimte in het algemeen niet 
door één of twee, maar door drie punten bepaald wordt, wat 
moet men dan denken van het bewijs (?) der stelling, dat er - 
door drie punten altijd een plat vlak gebracht kan worden, 
als men daarin leest, dat men zulk een vlak eerst door punt 
Á , daarna door punt B en eindelijk door punt C kan bren- 
gen? Op welken grond toch besluit men, dat het mogelijk 
is, door het punt A een plat vlak te brengen? En laat men 
deze moeilijkheid passeeren, dan ligt weliswaar in axioma 1 
opgesloten, dat men dit vlak om het punt A kan laten draaien, 
maar dat zulks zóó kan geschieden , dat het vlak eindelijk ook 
door het punt B gaat, dit moet afzonderlijk worden gepostu- 
leerd. Enz. 

En als men, om te bewijzen, dat A ABC2 \ DEF is, 
de hoekpunten A en D laat samenvallen en zorgt, dat de zijde 
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AB langs de zijde DE komt te liggen, enz., maakt men dan niet 

telkens van waarheden gebruik, die men, ja, onmiddellijk als 

zoodanig erkent, maar die men niettemin niet uit eenvoudiger 

waarheden kan afleiden, van axtoma’s dus? 

___En neemt men bij het meten van lijnen, oppervlakken en 
lichamen niet stilzwijgend de mogelijkheid eener verdeeling aan, 

zelfs wel eener verdeeling in gelijke deelen ? Enz. enz. 

Zou men bij zoodanigen stand van zaken den schrijver der 
„Kritische proeve’ niet met zijn eigen woorden moeten toe- 
voegen: „Pour nous qui ne eroyons pas qu’en Géométrie plus 
qu’ailleurs les moyens soient indifférents lorsque le but est 
atteint, nous ne saurions admettre cette doctrine commode ; 
et sì, comme il n'y a plus lieu d'en douter, les commencements 
de la Géométrie ont besoin d'être totalement révisés et refon- 
dus, nous pensons que cette question est assez importante 
pour attirer l'attention sérieuse de tout homme désireux de 
se rendre compte de ce qu'il dit” (Wij voor ons, die niet ge- 
looven , dat in de meetkunde meer dan elders de middelen on- 
verschillig zijn, als het doel maar bereikt wordt, wij kunnen 
deze gemaksleer niet omhelzen; en indien, zooals niet te be- 
twijfelen valt, de beginselen der meetkunde een geheele her- 
ziening en omwerking behoeven, dan meenen wij, dat dit 
vraagstuk belangrijk genoeg is, om ernstig de aandacht te trekken 
van ieder, die zich rekenschap wenscht te geven van wat hij zegt.) 

Zeer zeker, „de middelen zijn niet onverschillig” vooral 
niet, waar het betreft het onderwijs aan eerstbeginnenden ; 
want het zou kunnen gebeuren, dat men door den leerling , 
die pas de banken der lagere school heeft verlaten, lastig te 
vallen met onderwerpen , die het peil van zijn ontwikkeling 
zeer verre te boven gaan en voor meergevorderden punten van 
nauwgezet onderzoek uitmaken, — want het zou kunnen ge- 
beuren, zeg ik, dat men dan „zijn doel niet bereikte”. 

Zeer zeker, „de grondslagen der meetkunde moeten herzien 
worden”, zoowel ten behoeve van meer- als van mindergevor- 
derden, vooral van laatstgenoemden en wel in de richting 
door Jurres TAnxery aangewezen in het voorbericht van zijn 
Théorie des fonctions d'une variable (Vriend der Wiskunde, 
IX, bladz. 10). 


GO 


Alleen het befaamde Xl[e axioma van Evcoripes: 

Als twee rechte lijnen door een derde gesneden worden en 
de som van twee binnenhoeken aan denzelfden kant der snij- 
lijn verschilt van een gestrekten hoek , dan zullen deze rechte 
lijnen , zoo noodig verlengd , elkander ontmoeten aan dien kant 
der snijlijn, waar de som dier binnenhoeken minder dan een 
gestrekte hoek bedraagt ; — 

alleen dit axioma, naar verkiezing anders uitgedrukt, zou 
ik bij het onderwijs in de lagere klassen onzer hoogere burger- 
scholen en gymnasia vermeld willen zien, omdat het een gaping 
midden in de theorie moet aanvullen. Nog verkieslijker even- 
wel komt het mij voor, de theorie der evenwijdige lijnen bij 
een eerste behandeling zonder bewijs aan te nemen : men kan 
dan onmiddellijk tot de beschouwing van onderwerpen over- 
gaan, minder abstract en rijker in toepassingen, en om die 
reden in dubbel opzicht meer geschikt voor den jeugdigen 
leerling. 

Ik wil hier over deze anders uiterst belangrijke kwestie niet 
verder uitweiden , maar eindigen met de mededeeling van een 
stel meetkundige axioma's, dat aan die in Worpirzky’s Zle- 
mente der Mathematik herinnert en geen aanspraak maakt op 
een m. i. onbereikbare volledigheid , maar voornamelijk moet 
dienen, om te doen uitkomen, hoe weinig de in ons land 
gangbare axioma's aap zeer bescheiden eischen beantwoorden. 

Axioma Il. Zr bestaan (in onze voorstelling) lichamen, 
vlakken , lijnen en punten. 

Axioma II, Lichamen, vlakken en lijnen zijn groot- 
heden, d.w.z. zij zijn voor vermeerdering , vermindering en 
verdeeling vatbaar; punten niet. 

Axioma III. Men kan een figuur bewegen, zonder dat 
haar eigenschappen veranderen. 

Axioma IV. Een punt, dat zich beweegt, beschrijft een 
lijn, een lijn, die zich beweegt, in het algemeen een vlak, 
en een vlak, dat zich beweegt, in het algemeen een lichaam, 
ook al ondergaan de lijn en het vlak gedurende de beweging 
veranderingen 

Axioma V. Zn het algemeen kan een figuur om-één en 
om twee van haar punten draaien, maar zijn drie van haar 


Ak 
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punten, die niet in één rechte lijn liggen , voldoende, om haar 
stand in de ruimte te bepalen. 

Axioma VI. Er bestaan rechte lijnen, d.w z. lijnen, 
waarvan de stand in de ruimte door twee van haar punten 
volkomen bepaald wordt. 

Axioma VII. Zr bestaan platte vlakken, d.w.z. vlak- 
ken, waarin alle punten van een rechte lijn gelegen zijn, 
zoodra deze er twee punten mede gemeen heeft. 

Axioma VIII. Men kan een willekeurig punt van een 
figuur met een willekeurig punt in de ruimte laten samen- 
vatlen. 

Axioma IX. Men kan een (onbepaald verlengde) rechte 
lijn (zoo noodig met de figuur, waartoe zij behoort) om een 
van haar punten laten draaien, totdat zij door een willekeu- 
rig ander punt in de ruimte gaat. 

Axioma X. Men kan een (onbepaald uitgebreid) plat 
vlak (zoo noodig met de figuur, waartoe het behoort) om twee 
van zijn punten laten draaien, totdat het door een willekeu- 
rig derde punt in de ruimte gaat, 

Axioma X[ van EucLipes. 


Deventer, Januari 1894. N. L W. A. GRAVELAAR, 


Mondeling ex. Akte Wiskunde L. O. 1893. 


Algebra. 

Wat zijn logarithmen ? Waartoe dienen zij? Eigenschap- 
pen opnoemen en bewijzen. Te bew. : logarithmen zijn on- 
meetbare getallen. Logarithmen van breuken. Te bew.: het 
verschil van 2 onmeetbare getallen is weer onmeetbaar. Wat 


zijn oneigenlijke machten? Hoe ontstaan zij ? re 


daarvan bewijzen. Te bew.: A kred ane 


Vergelijkingen van den eersten graad. Te bew.: men fn 
beide leden met hetzelfde getal vermeerderen. Wat zijn valsche 
vergelijkingen ? Geef een voorbeeld. Te bew.: men mag de 
leden van 2 vergelijkingen bij elkaar tellen; te bew.: doet 
men dit met twee strijdige vergelijkingen, dan ontstaat een 
valsche vergelijking. Vermenigvuldigen met een vorm, die de 
onbekende bevat, en wat er dan plaats heeft. 
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Te bew.: a)! —= al en Wa X Wb Xe = gabc. 
Alles werd haarfijn uitgeplozen, vooral van limieten bij 
machten, zoodat het examen in de algebra bijna een uur duurde: 


Planimetrie (1, uur). 


Twee lijnen snijden elkaar in het vlak van teekening niet. 
Daartusschen een punt. Gevraagd: door dat punt een lijn te 
trekken naar ’t snijpunt der lijnen. 

In elken A kan een cirkel. Bewijs. 

De bissectrix van een hoek is de meetk. plaats van de punten 
op gelijken afstand der beenen van dien hoek. Bewijs. Wat 
is een meetk. plaats ? 

In- en aangeschreven cirkels van een A. Stralen berekenen 
en afstanden van hoek- tot raakpunten. A construeeren als 
gegeven zijn de middelpunten der aangeschreven cirkels. De 
hoogtelijnen van een A zijn de bissectriees van den hoogte- 
driehoek. 

Wanneer zijn twee driehoeken gelijkvormig ? Hoeveel ge« 
gevens zijn er noodig om te besluiten tot de gelijkvormigheid 
van 2 n-hoeken, 2 vierhoeken, 2 trapezia, 2 parallelogram- 
men, 2 rechthoeken, 2 kwadraten ? 

Construeer een cirkel met een gegeven straal, rakende aan 
een gegeven lijn en een gegeven cirkel. 

Een trapezium in drie gelijke deelen verdeelen door lijnen 
uit een punt in een opstaande zijde. 

Zijde reg. 15-hoek construeeren en berekenen. (Mocht niet 
door projectiestelling, maar door ProreMeus.) 

(Zie in het „Supplement”, 1894, het vervolg : Stereometrie 
en Prigonometrie.) (W.) 





Ee Et HO Et ENEN 
Het getal 266 j 1. 


266 L 1 = 73 786 976 294 838 206 465 
kan ontbonden worden in: 
4295 098369 x 4 294 836 225, 


mmm mmm 
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Volledige Oplossing van een Vraagstuk. 


Uit het hoekpunt A van driehoek ABC, welks zijden ge- 
geven zijn, eene rechte AD naar de overstaande zijde BC te 
trekken , zoodat het kwadraat van AD gelijk is aan het pro- 
duct der deelen BD en DC, waarin zij deze zijde verdeelt, 
en de gegevens en de uitkomsten te bespreken. 


Meetkundige Oplossing. Stellen wij, dat het punt 
D tusschen B en C zal liggen en noemen wij het middelpunt 
des omgeschreven cirkels O. De punten, die de zijde BC ge- 
meen heeft met den cirkel, die OA tot middellijn heeft, vol- 
doen aan de vraag. Immers, deze cirkel is de meetkundige 
plaats der middens van alle koorden, welke door A in den cirkel, 
die om driehoek ABC beschreven is. getrokken zijn. Er kun- 
nen dus twee, een of geen enkele oplossing zijn en de nood- 
zakelijke en voldoende voorwaarde, opdat de oplossing moge- 
lijk zij, is, dat de loodlijn MN uit het midden M van den 
straal OA op BC neergelaten , kleiner dan of gelijk aan MO zij. 

Als hoek A van driehoek ABC 
stomp is (Fig 1), is MN { MO en het 
vraagstuk heeft twee oplossingen. 

In het bijzondere geval, dat de 
driehoek stomphoekig in A en ge- 
lijkbeenig is, liggen de beide pun- 
ten D, en D,, die aan de vraag 
voldoen, op gelijke afstanden der 
hoekpunten B en C en 

AD, =AD;. 

Als hoek A recut is, is in het algemeen MN ( MO; 
het vraagstuk heeft twee oplossingen en een der punten D 
valt op het midden van BC, terwijl het andere het voetpunt 
is der hoogtelijn op BCO. Immers, een hoek, die zijn hoek- 
punt in dit laatste punt heeft, staat in den halven cirkel, die 
OA tot middellijn heeft. 

In het bijzondere geval, dat de driehoek rechthoekig in A 
en gelijkbeenig is, is MN == MO, en er is een enkel punt, 
dat aan de vraag voldoet, nl. het midden van BC. 


Als hoek A scherp is, is MN ” MO. Om nu de voorwaar- 
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den, waaraan de gegevens, d. i. de zijden van den driehoek 
moeten voldoen, opdat de oplossing mogelijk zij, onderstellen 
wij, dat de cirkel, die M tot middelpunt en MO tot straal 
heeft, de zijde BC in D, raakt en de zijden AB en AC in hare 
middens P en Q snijdt. Wij trekken AC,, PD,, QD, en 
PQ, dan is driehoek PQD, gelijkbeenig, zoodat AD, hoek A 
halveert en dus AD,? + BD,.CD, =AB.BC, of, omdat 
AD getrokken is onder de voorwaarde, dat AD, = AD x CD, 

2BD, CD, EAB AGT oee 


Maar BD 2 BP BAPen CD ra GO OA 


B? AC? 
of BO? Es en OD,2—= en Ô 


dus deze twee gelijkheden en (Ll) samentellende : 
AB%, AG: 

AD,? + CD,? + 2BD, . CD, = oh WD J AB. AC, 
of 2BC? —= (AB + AC)?. 
vr Als de cirkel uit M als mid- 
B delpunt met MO als straal de zijde 
BC in twee punten snijdt (Fig. 2), 
nemen wij op den cirkel om drie- 
hoek ABC beschreven een punt A, 
zoodanig Ì), dat als OA, getrok- 
ken is, de cirkel uit het midden 
M, van OA, met M‚O als straal 
beschreven , de zijde BC raakt en 
wij hebben blijkens het voorgaande 
250? = (A/B + A,C)?, 





maar °) A,B A/C ) AB + AC, 
dus 2BC? ) (AB + AC)?. 


1) Dit punt A, bekomt men, als men // BC eene rechte 
trekt op een afstand —= 5 OA == OM en dan uit O met OM 


een cirkelboog beschrijft, die de // rechte in M,‚ snijdt, De 
cirkel uit M‚ met M‚O == MO beschreven, raakt BC en den 
cirkel om A ABC in A. Die aan BO evenwijdige rechte ligt 
buiten A ABO. In het volgende geval ligt zij binnen A ABC, 

*) Hulpstelling. Als twee driehoeken met gemeenschap- 
pelijke basis in denzelfden cirkel beschreven zijn, is de som 
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Als eindelijk de cirkel uit M met MO als straal de zijde BC 
noch raakt, noch snijdt, heeft men , als het punt A, bepaald 
is als boven nog 

2BC? = (A,B + A,C)°; 
maar in dit geval is 
A,B + A,C {AB + AC, 
dus 2BC? (AB + AC)?. 

In het bovenstaande zijn alle onderstellingen omtrent den 
onderlingen stand van den cirkel uit M met MO als straal en 
de zijde BC gemaakt. 

Wij besluiten, 1°) dat als 2BC? ) (AB + AC)?, de cirkel 
de zijde BC in twee punten snijdt en het vraagstuk twee op- 
lossingen heeft; 


der beide opstaande zijden het grootst in den driehoek , die 
de grootste hoogte heeft (Fig. 3). 

Bewijs. Zijn de driehoeken 
ABC en A,BC, waarvan ABC de 
grootste hoogte heeft ; wij bewijzen 
dan , dat 

AB +ACD AB + AC. 

Het is duidelijk, dat als 

BA, (BA is, CA, ) CA; 
als BA, ) BA is, CA, < CA. 

Wij nemen nu de eerste onder- 
stelling aan en bewijzen, dat 

AB HAC > A,B + A,C, 
of AB — A/B) A/C — AC, 

Op de zijden BA en CA, nemen wij van B en C uit 
BP =BA, en CP,=CA en nadat AA,, A,P, AP, getrok- 
ken zijn, merken wij op, dat de driehoeken AA,Pen AA,P, 
de hoeken tegenover de gemeenschappelijke zijde AA, gelijk 
hebben als supplementen van de hoeken aan de basis der ge- 
lijkbeenige driehoeken BA,P en CAP, , wier tophoeken A‚BP 
en ACP, gelijk zijn. De punten A,‚A,, P en P, liggen dus 
op den omtrek van een cirkel. Verder merken wij op, dat in 
de driehoeken AA,P en AA,P, hoek A,AP des eersten kleiner 
is dan hoek AA,P, des tweeden; derhalve zal in cirkel 
AA,PP, de koorde AP grooter dan de koorde A‚P, zijn. 

De Vriend der Wiskunde, IX. ö 
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29) dat als 2BC? =(AB + AC)?, de eirkel de zijde BC 
raakt en het raakpunt op de rechte ligt, die hoek A halveert 
en het vraagstuk een enkele oplossing heeft; 

3°) dat als 2BC? ((AB + AC)?, de zijde BC buiten den 
cirkel ligt en aan de vraag niet voldaan kan worden. 

Wanneer de driehoek scherphoekig in A en gelijkbeenig is, is 
de oplossing onmogelijk ; evenzoo, als de driehoek gelijkzijdig is. 

Stellen wij nu, dat het punt D zich op het verlengde van 
BC bevindt, dan wordt het door de raaklijn in A aan den 
cirkel om ABC beschreven, bepaald. Opdat aan de opgave 
voldaan kan worden, is het bijgevolg noodig en voldoende, 
dat de zijden AB en AC ongelijk zijn en het punt D, dat 


voldoet, ligt aan den kant van B of C, naarmate AC ) AB. 


Algebraïsche Oplossing. Wij stellen, dat het 
punt D tusschen B en C ligt, en noemen de zijden van den 
driehoek a,b,c, het stuk BD noemen we z, de lijn AD v 
en 2 de projectie van AD op BC, dan is 

br =y? (ar)? Ela, Ce =y? te F2, 

yr =wvla—t) 
en y en z elemineerende 
b2z Je? (a —«) = Zar (a —a), 


of Zar? — (242 —b? He) hac? =0 . « « (2) 
Zat —b? Jet EW (242 — bte)? — Bate? 


Opdat de wortels van vergelijking (2) het vraagstuk op- 
lossen, moeten zij reöel en positief zijn ; hun product is po- 
sitief, zij zijn dus beide positief, als 

Zatslset BA nn Ait, MAN ASR 


In die onderstelling zijn de wortels reëel als: 
Za? —b? JC? Di 2acy/2 of 2a? — Zac 2 HC? Ò b:, 
De laatste voorwaarde schrijven wij in den vorm Ie 
(ar 2 — c)° 2 b2 
en stellende ar2)e, 
hebben wij a2—-ce”! b, 


5 
of | av2 2 bdo, 
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De voorgaande voorwaarde is in de laatste begrepen. De 
wortels zijn dus reëel , als 


NO CL) 
Wanneer aan (4) voldaan is, is a fortiori ook aan (3) vol- 
daan , dus (4) drukt de voorwaarde uit, waaraan voldaan moet 
worden , opdat de oplossing mogelijk zij. 
Als hoek A van driehoek ABC stomp is en dus cos A (0, 
heeft men 2a2 = 2(b2 + ec*)—4beeos A, 
of Za? =(b +-c)? +(b — ce)? — 4be eos A, 
dus 2a? > (6 Jc)? 
en er zijn twee oplossingen. 
In het bijzondere geval, dat hoek A stomp is en de drie- 
hoek gelijkbeenig , stel b=c, is 
ata? — 2? 
2 
en dus LAS 
wat beteekent, dat de punten D, en D, op gelijken afstand 
der hoekpunten B en C liggen en AD, == AD... 
Als hoek A recht is, heeft men 
Za? = 2 (62 + c2) 
2a2 =(b Je}? (bb —e)?. « « « « (9) 
en dus algemeen 2a? ) (b + c)?. 
Er zijn twee oplossingen en 
be J- 3C2 + (b2 — C°) 
UE 
4a 


a c2 

of ER en A’ 
wat beteekent, dat D, en D, de voetpunten zijn der mediaan 

en der hoogtelijn op de hypothenusa. 
In het bijzondere geval, dat de rechthoekige driehoek ge- 


lijkbeenig is, wordt (5) 


2a? = (b Jc); 
er is een enkele oplossing en 
MN 
Ln eg 
a a 
; b2 +- Cc? q 
waaruit gt of wa, LS 


wat beteekent ‚ dat D, het midden is van de zijde a, 
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Als hoek A scherp is , heeft men 
24? —=(b HC)? + (b—e)? —4beeos A . . . (6) 


waaruit 2a? =(b +-c)}? 
| $ 
en het vraagstuk heeft twee, een of geen enkele oplossing. 
Wanneer Za? — (b + c)° 

er NET 
is gheen da 05 de EM 

4a 2a 

dus É E 


Behe 
wat beteekent, dat het punt D, op de rechte ligt, die hoek 
A halveert. 

In het bijzondere geval, dat deze driehoek gelijkbeenig is , 
wordt (6) 2a? = (b +)? — 4be eos Á, 
dus 2a2 < (b+e)}?; 
de oplossing is onmogelijk; dus ook, als de driehoek geliĳk- 
zijdig is. 

Keeren wij terug tot 

PR ie b2 HC? de V(2a2 —b2 HC°) — Bate? 
4a 

en stellen wij ons voor de deelen z, en z, te construeeren. 
Wij zien, dat 


tie sRO2 REE v he Daens je ó: 
an OT _— Ei a — mn ad 
Dn edad bene 
en noemen de derde evenredige tot 4a en b nu h,en die tot 
4a en c noemen wij h, , dan is 


a SADE 
s=g ht ht EVE nes RD 
en stellende 5 — hy Jh, = h; en noemende h, de rechthoeks- 


zijde van den driehoek, die h, tot hypothenusa en Dn tot 


andere rechthoekszijde heeft, vindt men 
haer 
Stellen wij nu, dat D op het verlengde van BC ligt en 
noemen wij BD, AD en de projectie van AD op BC weder 
«, y en z, dan hebben we, naarmate het punt D aan den 
kant van B of C ligt, | 
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b=y dea) Eeledao)e 
| ct =yt Jr? E22 

yr =aelrt Ja) 
| b2=y +(e—a) Eee 


of Cc: =yt Jr? E2xz 
y* =t(v—d). 
Bij eliminatie van y en ez geeft het eerste stelsel 
ac? 
Vern NA == 2 ed 
bir ora. of e= Td 
en het tweede 
ac? 
— beer JC? —= ac? of Art PR 


Als dus 5e, ligt het punt aan den kant van B, als ó < c, 
ligt het aan den kant van C, als b==c, is de oplossing on- 
mogelijk. 

Willen we z construeeren uit 

EERE GE TAR Pinot 
b? —c? be b—e 
en noemen wij l de derde evenredige tot (b—c) en c of tot 
(c—b) en c,‚ dan is 

OER 
Er 
we moeten nu nog de vierde evenredige construeeren tot 
(bc), a en b. 

Opmerkingen. Zijn D, en D, de inwendinge punten 
en zij D, het uitwendige punt, overeenkomende met de op- 
lossingen #/, #, en z, van het vraagstuk en met de rechten 
AD,, AD,, AD,, die wij y/, 4» en y, noemen, dan is het 
duidelijk, dat wij een gemeenschappelijke oplossing hebben 
voor alle driehoeken, die de hoekpunten B en C met den 
gegeven driehoek gemeen hebben en wier derde hoekpunt op 
de cirkels ligt, uit D,, D, en D, met y,, y, en y, als 
straal beschreven. 

Willen wij algebraïsch de betrekking uitdrukken, die be- 
staan moet tusschen de zijden van den geveven driehoek en 
die van een anderen, die daarmede een der oplossingen z, 
of «, gemeen heeft, dan stellen wij voorop, dat de beide 
vergelijkingen 

a tpetg=0 en o? 4pPjrtI=0 


U 
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een gemeenschappelijken wortel hebben als 
(74 — 9) =(pi —P)PA1 —P19)- 
Noemen wij de zijden van den nieuwen driehoek a, b, en c‚. 
Daar in den gegeven driehoek 
2ax? — (Za? —D? Jc?) Hac? =0 
is, hebben wij in den nieuwen 
2ax? — (a? — bj? re) er Hac? = 





— Za? Jb? — ec? câ —- Za? d-bj2—e,? 

Wp tn 
C,° 
en Up 


Als wij nu deze waarden in de voorgaande betrekking sub- 
stitueeren , hebben wij 
2a? (b‚2—b?) (e‚2—e?) =(e,2b*—e?b,°) (b, 2 —b?—e,? He? (1) 
Dit is de gevraagde voorwaarde. 
Opdat de beide driehoeken de oplossing rx, gemeen hebben, 
die wij grooter dan x, onderstellen , moet 
eidHide)d A Ys Hadad db DY Tae) 
en opdat zij de oplossing z, gemeen hebben, moet 
Vata, derd, (ae) gb, Dae) — ys 
Onder alle driehoeken, die met den gegevenen een der op- 
lossingen z, of z, gemeen hebben, is er slechts een, die be- 
halve de zijde a een gemeenschappelijken omgeschreven cirkel 
heeft. | 
Voor dezen bijzonderen driehoek , wiens hoek tegenover a 
het supplement is van A in den gegeven driehoek, heeft men 


Dit er en Je EKL 
Door deze betrekking wordt (7): 
bi2 Hey? Hb? He? =2a°. . . . . (9) 


en b, en c‚ uit (8) en (9) oplossende, vindt men 


Di =; (12e? — (b — ce)? +24? —(b +e?) 
C4 = (va — (b — c)? FV (et). 
Willen we algebraïzeh de betrekking uitdrukken, die be- 
staat tusschen de zijden van den gegeven driehoek en die van 
een der driehoeken, die de oplossing w, gemeen hebben, en 
noemen wij zijne zijden nog a, b, en c‚, dan is in den ge- 
geven driehoek 
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ah Od ac? 
ed 
2 
en in den nieuwen Bi en 4 
2 C° ie 
waaruit b2—e,? es bre? of be, ET Dic. enen (10) 


Als bj ce, is 
Yada der DY Far (0 0)4 Ha Db D (a +24) — 43 
als b (c 
mHya derden Yar Va Fwa TODD ya — (ea — 0). 
Onder alle driehoeken, die met den gegevenen de oplossing 
v,‚ gemeen hebben, is er slechts een, die behalve de gemeen- 
schappelijke zijde a denzelfden omgeschreven cirkel heeft. In 
dezen bijzonderen driehoek is de hoek tegenover a het supple- 
ment van A in ABC; wij noemen zijn inhoud I,, dan is 


161,2 = 4b,?ej?— (—a? Hb? ej)? en lt = te 
en in den gegeven driehoek 

I6 1? = 462? —(—a? 46° +Cc°)? en I? Se, 
deren nn dep ite 10% Mortier 

er AD ROn (a? + b2 H-e?)? beer? 

of-b2e3 (— ard bytHe4?)? = bite? (— a*Jb? Je°)E.(LI) 

Lossen wij b, en c, op uit de stelsels (10) en (11), dan 

vinden wij 








waaruit 


DE ab hees ac 
B aehden Te WE ar debian. 
Den Haag, December 1893. P. Poor. 
BIBLIOGRAPHIE. 


S. pe Gasr, Jz., Leerboek der Rekenkunde (Met een groot 
aantal opgaven). Tweede, herziene druk. EL. (VIII, 200), 
1893; IL. (IV, 211), 1894; à f 1,25. ’s-Gravenhage, Joh. Ykema. 

De le druk, naar de behoeften van onderwijzers ingericht, 
is om zijne vele goede eigenschappen met warmte door de 
onderwijzers ontvangen. De 2e druk is met zorg herzien ; 
vooral de hfdstn. evenredigheden, evenredige afhankelijkheid 
van grootheden en getallen en verkorte bewerkingen zijn 
belangrijk gewijzigd en uitgebreid, Wij bevelen dit werk 
ten zeerste in de aandacht der onderwijzers aan. 


12 
Toelatings-examen Hoofdeursus tot opleiding voor Officier. 


10 Juli 1893. 


Rekenkunde. 
le Vraag (1 uur). Bereken de HR van : 
125 13447 
55+ 0.285TIk — 0,2142B5Û A —- H (39,9 + ie 
75 


2e Vraag (l uur). Wanneer zich op een horloge een uur-, 
rminuut- en secundewijzer bevinden en deze wijzers alle draaien 
om dezelfde as, in het midden van de plaat, zoo vraagt 
men de eerste drie tijdstippen na één uur te bepalen, waarop 
de twee hoeken, tusschen de drie wijzers, aan elkaar gelijk zijn. 

3e Vraag (l uur). Zoek het getal van zes cijfers, waar- 
van het meest linksche cijfer een 2 is en dat driemaal grooter 
wordt door die 2 van links vooraan naar rechts achteraan te 
plaatsen. Bepaal vervolgens het aantal van alle deelers van 
dat gevonden getal. 

4e Vraag (3/, uur). De verhouding der aantallen guldens 
van A, B en C is 138:11:7. Nu krijgen zij respectievelijk 
in verhouding van 1:2:4, er een aantal guldens bij en heb- 
ben hierdoor elk evenveel en te samen 495 guldens. Hoeveel 
had ieder aanvankelijk ? 


11 Juli 1893, 


Stelkunde. 

Îe Vraag (%/, uur). Van een stuk land krijgt men per 
HA. 60 HL. aardappelen. Het land is rechthoekig van vorm 
en wordt doorsneden , loodrecht op de breedte door 1-, lood- 
recht op de lengte door 2 slooten. Indien nu lengte en breedte 
van het stuk land zich verhouden als 8:5, de slooten 4 M. 
breed zijn en de geheele opbrengst 2356,992 HL. bedraagt , 
hoe lang en hoe breed is dan het land? 

2e Vraag (l uur). Men vraagt naar de vierkantsvergelij- 
king, waarvan de wortels zijn : 


at — 1 Beel nd} ed. 
Ee 2 2 2 dn . N 
Ged and en 2a 5 (a b—a *v) 
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Los vervolgens de gevonden vergelijking op de gewone wijze 
op om de wortels te bepalen. 
3e Vraag (l uur). Zoek het product van: 


a pg fator jo: (asbvol | 


Eil (a plee — gaz pit Spe aiiÂ pese ) As 
te Vraag (%/, unr). Zoek de waarden der onbekenden uit: 
Etyheadu=0; ry de=0; geb en vau=2. 
12 Juli 1893. 


Meetkunde. 


le Vraag (*/, uur). Driehoek ABC, waarvan gegeven is 
LA ) 4C ) ZB, wordt door de lijn, die / A middendoor 
deelt, in twee deelen verdeeld, die zich verhouden als 2:3, 
en door de deellijn van / B in twee deelen, die tot elkander 


in reden staan als 4:5. Wanneer de straal van den om den 
driehoek beschreven cirkel 1463 M, lang is, vraagt men 


de zijden van den driehoek te berekenen. 

2e Vraag (Ll uur). Construeer # bij het aannemen van eene 
bepaalde lengte-eenheid of van bepaalde lengten voor de let- 
tergrootheden : 


EBA Tre Ee 
le. s= Va? +5*—2ac; 2e. r=zk2a? jet; 


6 x5 X2 

13 

3e Vraag (*/, uur). Van eenen driehoek zijn gegeven de 
basis, de verhouding der opstaande zijden en de inhoud. Con- 
strueer den driehoek. 

4e Vraag (Î uur) AP is het kleinste stuk van de in de 
uiterste en middelste reden verdeelde lijn AB.‘ Op AP en PB 
als basis worden, naar dezelfde zijde, gelijkzijdige driehoeken 
beschreven en de toppen dier driehoeken Q en R door eene 
rechte lijn vereenigd. Wanneer nu de lijn QR gegeven is, 
vraagt men te construeeren: le. de lijn AB en 2e. een vier- 
kant, dat evenveel inhoud heeft als A PQR. 


Det — rr em WN ZD TIDE 
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Een algebraïsch vraagstuk. 


(1 J- az) (1 he a?) (1 Fi ar) ..……(Ll + 1 
U 2n+2 
on (a "Da — De 
iten eten 
(a ed 1) (a EU DD, 143 +5 ae 143+5+..+(2n+1) n+1 
(at — Dat — 1) (a? —1) a AN 
Bewijs dit. 


(N. L. W. A. GravELAAR, Vrgst. Irbk. alg. 1, no. 642.) 


Vervangen we in de voorgaande formule a door a°, dan 


vinden we: (la?) OR ) (1Hate)… Saha. 


2n ben 2 
a —l —]) (a Kn 
— eg 2 ter 
elen al a: =D Wi) od 
(a "—1) (a 2n-2 —A) (a (a 2n- FN LEES hs Pe dl: a 


(at) (a —1) (* 1) 
Naar analogie hiervan moet ook: 





(Late) (1--ate) (lata) … (Lao) 
An 2n+2 
zn —l —l 
zijt et A lt hak 
Bn (a° dee (a SD, hl Ee ArOrmet(2nt2) eeh 


(as —1) (a*—1) (a*—1) 


Hierin # vervangende door Ah krijgen we: 





(l-Faz) (1a?e) ( le Derlon 
LE A 2 Die In „8 
Koef sij ig 2 
zld o2 an dk iest =D vr 
eid? bet An Bl) sn Jae 
(at —1) (af 1) (a*—1) À 
(Immers in: Ee voor x substitueerende =, 


krijgen we: 
AjA+6tt(2nj2)en n D-lt4-1t6-1td (20+ 2-1) n+1 
a TL ZU L == 


1434547 tt 2nt1l n+l 
a z …) H. Srersma JR. 
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Afhankelijkheid en evenredigheid. 


(Vervolg van blz. 57.) 


17. De gelijkheid van twee redens (— verhoudingen) noe- 
men wij eene evenredigheid. 

Vroeger veel meer dan in onze dagen onderscheidde men 
eene rekenkunstige en eene meetkunstige reden. De eerste was 
het verschil, de laatste het quotient van twee onbenoemde of 
twee gelijknamige getallen. In overeenstemming daarmee sprak 
men dan ook van eene rekenkunstige evenredigheid — de ge- 
lijkheid van twee rekenkunstige redens. De theorie van deze 
soort evenredigheid werd soms vrij uitvoerig uitgeplozen; wij 
hebben er nog den naam rekenkunstig middelevenredige aan 
te danken. Wij spreken in dit opstel uitsluitend over de 
meetk. evenr., 

18. Ten opzichte van het al of niet benoemd zijn der ter- 
men onderscheiden wij vier gevallen : | 

a. alle termen onbenoemd, bijv. 3:4 == 6:8; 

b. twee termen benoemd en twee onbenoemd, bijv: 

6L:8L=3;4; 

c. alle termen benoemd en twee aan twee gelijknamig, bijv.: 

AGM SSL: 16 1: 

d. alle termen gelijknamig, bijv.: 3L:6L=5L:10L. 

Meer gevallen kunnen er niet zijn. Immers, de termen eener 
verhouding moeten beide zijn onbenoemd of gelijknamig ; hierop 
maakt alleen dit geval een schijnbare uitzondering , waarin de 
eene term eener verhouding met eene grootere of kleinere maat 
is gemeten dan de andere, bijv. 7 M. en 63 dM.: tusschen 
deze bestaat wel degelijkheid eene verhouding, want niets 
belet mij beide in dezelfde maat uit te drukken. 

Vormen als deze: 6M:3-—=8M:4 beschouwen wij niet als 
evenredigheid; immers 6 M:3 is geen reden of verhouding : 
t is eene verdeelingsdeeling. 

19. De hoofdeigenschap der evenredigheden bestaat niet, 
als alle vier de termen benoemd zijn; immers in een product 
is de vermenigvuldiger noodwendig onbenoemd. En op eene 
uitdrukking als: 4M:6 —= 2M:3 is de „koofdeigenschap’’ 
wel van toepassing, maar ze is geene evenredigheid. 


16 


Wij bewijzen haar aldus. 

Zij de evenredigheid a gld. :b gld. =e: d. 

Vermenigvuldigen wij beide redens met d, en wel de eerste 
door haar eersten term met d te vermenigvuldigen , de tweede 
door haar tweeden term door d te deelen, dan krijgen wij: 

ad gld. : 5 gld. =e: 1. 

Deelen wij nu beide redens door ec, de eerste door haar 
tweeden term met c te vermenigvuldigen, de tweede door haar 
eersten term door c te deelen, dan komt er: 

ad gld. : be gld, = 1: 1 

Maar als twee grootheden zich als 1: 1 verhouden, dan zijn 
zij gelijk, dus ad gld. = be gld. 

Wij geven dit bewijs, omdat het bekende bewijs voor eene 
evenredigheid met vier onbenoemde termen niet te gebruiken 
is in eene evenredigheid als de behandelde. 

Immers, schrijven wij als eene gelijkheid van breuken: 
agid. € 
AN 
d Xb gld., dus met een benoemd getal, moeten vermenigvul- 
digen, om te krijgen ad gld. = be gld. 

20. De volgende evenredigheden kunnen wij uit de boven- 
staande door verplaatsing van termen afleiden : 


dan zouden wij beide leden der gelijkheid met 


b gld. : a gld, = d:e 
ce: d — a gld. : b gld. 
d:e — b gld. : a gld. ; 


in vier orden gerangschikt vormen de getallen eene evenredig- 
heid, en niet in acht, zooals in de evenredigheid met onbe- 
noemde getallen of met vier gelijknamige getallen, 

Gaan wij die acht rangorden eens na in de evenredigheid 
a:5 — c:d, Door omkeering van beide redens krijgen wij: 
b:a = d:e. Door verwisseling der redens volgt daaruit: 

Csdemar ben dit =bid. 

Vermenigvuldigen wij van de oorspronkelijke evenr. beide 


b * 
redens met —, de eerste door haar tweeden term er door te 
C 


deelen, de tweede door haar eersten term er mee te verme- 
nigvuldigen, dan krijgen wij a:c—=b:d. Hiervan de redens 
omkeerende, krijgen wij: c:az=d:b, en verwisseling der 
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redens in de beide laatste geeft: b:d—=a:ec en d:b—=c:a. 

Op gelijke wijze behandelen wij deze verplaatsingen in e ven- 
redigheden met grootheden: wij brengen gelijke veranderingen 
aan de redens teweeg of wij verplaatsen de redens, en krijgen 
dus steeds weer eene evenredigheid. 

21. Het vermenigvuldigen en deelen van termen gaat bij 
benoemde termen in de evenredigheid even goed door als bij 
onbenoemde. Men bewijst ze steeds door na te gaan, òf en 
zoo jà, welke veranderingen aan de verhoudingen zijn teweeg- 
gebracht. Zoo volgt dus uit: aM:5M=ecL:dL: 

19% naM:nbM= cl: dL 


DE MERIT 
Nn Nn 


3, naM:5 M=neL: dL 
49, aM:nbM=—= eL:ndlL 
d 


Dee Be Mesn6 Lsa 1 
n n 


6e, e M:5 Ms ET. 


7% naM:5 M= ecL:- L 


SIA 


b 
82, aM:e M=neL: dL, 


In no. 1 en 2 zijn de verhoudingen niet veranderd. In 
no. 3, 5, 7 en 8 zijn de verhoudingen met » vermenigvul- 
digd. In no. 4 en 6 zijn de verhoudingen door „ gedeeld. 

22. Met sommen eu verschillen van termen moeten wij 
voorzichtig zijn, als de termen alle benoemd, of deels be- 
noemd en anderdeels onbenoemd zijn. 

Voor onbenoemde getallen hebben wij uit a:b=z=e:d: 

1. (adb):(e dd) z=arez=b;d 
(a—b):(e—d)=a:ez=b:d 
(ad-e):(b4-d)za:bz=e:d 
(a—ce):(b—d) za:b=e:a 
(a d-5):(a —b) =(e +d): (ce —d) 

6. (ae): (a —e) =(b Hd): (b— d). 

Nemen wij nu vooreerst: aL: bL —=elL:dL 
dan is ook: (a4-b)L:(ed-dL=zalL:ecL abL:dL; 


ER 
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immers vermeerderen wij de verhoudingen (a L : 5 L) en (cL : d Li) 
met 1Î, dan krijgen wij (at0)L:5L=(ctdL:dL, en 
door verplaatsing (a +b)L:(cd-dL =5L:dL. 

Zoo voortgaande, komen wij tot het besluit, dat alle zes de 
afgeleide evenredigheden bestaan bij evenredigheden met vier 
gelijknamige termen. 

Nemen wij ten tweede: aL:bL =eG:dG 
dan is (a+5)L:(e 4d) G==bL:dG 
eene ongerijmdheid, evenals de overeenkomstige vormen met 
het verschil. En van sommen en verschillen van len en 3en 
of Zen en 4en term kan nu ook geen sprake wezen. Toch 
hebben wij met eenige verschikking weer sommige der boven 
afgeleide betrekkingen, te weten : 

Ll. (ad-5)L:5L =(ed)G:dG 

2. (a—b)L:b IL z=(e—d)G:dG 

8. (atb)L:(a—b)L=(cddG:(e—d)G, 
dus die, waarin sommen en verschillen van termen eener zelfde 
reden voorkomen. De eerste en de tweede zijn goed, want 
beide redens in elk dier evenredigheden zijn 1 grooter of 1 
kleiner dan die in de oorspronkelijke evenredigheid. 
De derde wordt uit de eerste en de tweede aldus afgeleid. 
Volgens 2 is (a—b):b=(e—d):d 

ab c—d 
bie Mes 

Zoo wij nu van 1 de beide volgende termen vermenigvul- 


zi En 4 d G met 
É mg dan krijgen wij eene nieuwe evenredigheid, en dat is 
juist de derde, | 
Nemen wij ten derde: aM:5M=—=c:d, 
dan gelden daarbij deze afgeleide betrekkingen : 
1. (a4-5)M:5M —=(eJ-d):d 
2. (a—-)M:5M =(e—d):d 
3, (ad) M: (a —b)M==(e +d):(e—d), 
welke op dezelfde wijze als voor het vorige voorbeeld is ge- 
schied kunnen worden bewezen. 
23, Produkten van benoemde getallen bestaan niet ‚ dus 





of 


digen met deze gelijke breuken, en wel b L met 
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ook niet de eigenschap , volgens welke uit twee evenredigheden 
eene nieuwe wordt afgeleid , zoo wij de produkten der overeenk. 
termen nemen, als de termen dezer evenredigheden benoemde 
getallen zijn. 
Quotienten van overeenk. termen kunnen voorkomen, als de 
termen gelijknamig zijn, bijv. : 
onderstel She Ar dÀ. 
en GS bi == drs ds 
BOUR FAR Aar Win sto nd mhd ve 
We willen even laten zien, hoe we het bewijs voor produk- 
ten en quotienten van overeenk. termen kunnen inrichten bij 
evenredigheden met onbenoemde getallen, zonder van de „hoofd- 
eigenschap’ gebruik te maken. 


nu is 


Zij gegeven : OD GO 
en DEU 
Te bewijzen: Ran 0d dp sds 
GD dak 
en 2e er 


peerd rl 
1°, a wordt vermenigvuldigd met p, dus d moet door p 
gedeeld worden; 5 wordt vermenigvuldigd met q, dus d moet 
met q vermenigvuldigd worden ; c wordt vermenigvuldigd met r, 
dus d moet met 7» vermenigvuldigd worden. Dus: d moet ver- 


menigvuldigd worden met ed d, i, met s; immers in de tweede 


evenredigheid is jd 

29, a wordt gedeeld door p, dus d moet met p vermenig- 
vuldigd worden; 5 wordt gedeeld door q, dus d moet door g 
gedeeld worden; c wordt gedeeld door 7, dus d moet door r 


gedeeld worden. Derhalve moet d door a d. í, door s ge- 


deeld worden. 

Zoo kan men ook handelen ten aanzien van (1). Immers, 
voor de gestelde verhoudingen kan men terstond in de plaats 
schrijven : ORE Catt 
en Rabe, 


it abc d 
waarul a be d , 
aS BS cÂ dA 


ESES CATE 

24, Eigenschappen van machten en wortels van de termen 
eener evenredigheid met benoemde getallen bestaan niet; im- 
mers het kwadraat van a liters is niets en de wortel uit a 
liters evenmin. Een macht heeft betrekking op een onbenoemd 
getal; want elke macht is een produkt. En een wortel kan 
ook alleen uit een onbenoemd getal worden betrokken ; im- 
mers een ne machtswortel uit a is een getal, welks nde macht 
gelijk is aan a. Nu is dus V9M? niet = 3 M; want dan 
zou 3M x3M = 9 M? moeten zijn. (Wordt vervolgd.) 


Amsterdam, 21 Januari 1894. H, VERHAGEN, 





en dat is hetzelfde als 


Het getal 21. 


Men heeft : gE — 92 + Dn 
= (PEEP Ega) (ar Ti_tlg 1). 
Past men deze formule toe op het getal 

206 | 1 — 73 786 976 294 838 206 465 


dan vindt men dat 


A EN EIC 
dt al EL) (ae On 


A (Balen) (OEE) 
— (8589934592 J 131072 +1) (8589934592 — 131072 +1) 
= 8590065665 x 8589803521 


Een 5 X 1718013133 x 13 x 660754117, 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 961980. 


961. Bewijs: 


4e — 2 


7 v (dat J- 23 H- 5) — y(4at — 3 H- 5) md 
als lim. x= @ is. H. VERHAGEN, 
(N.L. W.A. GraveLaAar, Vrgst. Alg. 452.) 


Oplossing. 


Door directe substitutie van steeds grooter wordende waar- 
den in de plaats van z blijkt, dat de teller oneindig groot 
wordt , terwijl de noemer het verschil van twee oneindig groote 
waarden is. 

Door teller en noemer met 

Vâat Js H5 A V4at — 23 J5 
te vermenigvuldigen, verkrijgen wij 
(dr — 2) [U Ant Fat F5 HV At Das 5| 
B IE eed 
of na teller en noemer door #3 gedeeld te hebben: 
1 2 5 2 5 
(4-5) (Veri t Veit 
i 8 

Alsnu heeft de breuk hare onbepaalde gedaante verloren ; 

immers door voor # steeds grootere waarden te substitueeren, 
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z . . . 
krijgen wij: lim, - == lim, 0 =— 0, en de limiet van den vorm is 
x e. 


4 itt r 4) 
Der == 





4, 


962, Een parallelogram te construeeren, dat zijne hoekpun- 
ten op vier gegeven rechten heeft liggen en een ge- 
geven punt tot middelpunt heeft. H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


Zijn X,Y, en X,Y, een paar der gegeven rechten, waarin 
wij twee overstaande hoekpunten van het te construeeren paral- 
lelogram denken, en O het gegeven middelpunt, Trek uit O naar 

De Vriend der Wiskunde. IX. 6 


eenig punt P van X,Y, 
BS eene rechte, en verleng 
B haar tot P,, zoodat 
OP,==O0P. Bijaldien 
wij nu XY, door P, 
SA evenwijdig aan X,Y, 

BAN trekken, dan zal het 
ae snijpunt A met X;Y, 
| | een der hoeknthen 
zijn. Immers, trek EE B haar tot haar snijpunt Á, 
met X,Y,, nd blijkt uit de congruentie van de AA A,OP 
en AOP,, dat AO =A,O. Verbind vervolgens O met En 
punt Q van X,Y,, verleng haar tot Q,, zoodat OQ, —= OQ, 
trek door Q, eene rechte evenwijdig met X,Y,, snijdende 
X,Y,; in B, trek BO, verleng haar tot zij X,Y, in B, 
snijdt, dan is BO —= B,O. De vierhoek ABA,B, heeft nu 
twee diagonalen, die elkaar halveeren: hij is dus een paral- 
lelogram en voldoet aan de gestelde eischen, 





963. Hoeveel getallen moet men tusschen elke 2 opeenvol- 
gende termen eener rekenkundige reeks van „ termen 
interpoleeren, opdat de som der reeks p maal zoo groot 
worde ? 


(P. J. Bos, Lrb. der Alg. III, bl. 43 no. 100.) 
Oplossing. 
Zij de le term van de gegeven reeks a en de laatste term 
l, zoo is de som der ree 


5 ht (a +1). | 
Interpoleert men nu # ee tusschen elke 2 opeenvolgende _ 
termen der reeks, zoo is het geheele aantal termen » + (n—l) #, 


en daar de ER en de laatste term dezelfde blijven, zoo B 
de som van de nieuwe reeks 


zint Del (ati) 


Álsnu is: 


zit (n—1)e 





(as Dep Xin(a+d) 
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nt(n —l)e=pnr 
Nn — 1e = pr —n 
arte) 

n—i 
Opmerking. zr is een geheel getal; bijgevolg zal ook n — 1 
deelbaar moeten zijn op »(p — 1). „—l en # zijn echter 
onderling ondeelbaar, dus moet #— 1 een deeler zijn van 
p—l. De vermenigvuldiger p moet dan behooren tot den 

vorm m(n — 1) +1, waarin m==1l, 2, 3 enz. 
M. Srmons. 


Tweede oplossing. 


Zij de som van den eersten en laatsten term der reeks — q, 


dan is de som der reeks == % Xx 


Wordt die som p maal zoo groot, dus gelijk aan pn xd, 


dan moet het aantal termen der nieuwe reeks, daar q de som 
van den eersten en laatsten term blijft, px zijn. Het aantal 
vermeerdert dus met pn —n =n(p—l). Im de reeks van n 
termen worden deze » (p — 1) termen geïnterpoleerd, en daar in 
een reeks van ” termen „— 1 „tusschenruimten’’ zijn, moet 
tn termen 
n—l 
interpoleeren, zal de som der reeks p maal zoo groot worden, 
v. D. War & VERBORGH. 


men tusschen elke 2 opeenvolgende termen 


964, Van de vierkantsvergelijking #2 J- pe J-gq =0 vormen 
de coëfficienten p en qg met de beide wortels « en 5 van 
de vergelijking een rekenkundige reeks. Bepaal hieruit 
de waarden van p,gq, a en 6, 

(P, J. Bos, Lrb. der Alg. III, bl. 104 no, 10.) 


Oplossing. 
Volgens de opgave is: 
adb=—p;s ab=gjp- ggd eng —d=ab. 
Uit de 4e verg. volgt: q =2a — b, 
Vervolgens uit de 3e: p =2g — a=—= 34 — 20, 
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Substitueeren wij deze vormen voor p en q in de beide 
eerste vergelijkingen , zoo hebben wij: 
ad-b=—3ad-2b en ab = 2a —b 


b=—= da 4a? = 2a —4a 
Aq === 24. 
1 
Oi of =De 


a=0 kan niet in aanmerking komen, aangezien dan ook 
b, p en q nul worden en er dan voor geen rek, reeks sprake 
kan zijn. 
1 1 1 
Voor e= wordt b=—2; p= lj tie en 


2 
Q=-12=l. 


965. De hoek tusschen de twee rechten van Simson, gecon- 
strueerd met betrekking tot twee punten P en P, van 
den omgeschreven cirkel van een driehoek, telt half zoo- 
veel graden als de boog PP, W, Meiser, 


Oplossing. 


Laten we uit P en P, 
resp. de loodlijnen PD, 
PE, EFcen- PB Dimbebie 
en P‚F, neer op de zijden 
BO, CA en AB van A ABC, 
dan zijn de lijnen DFE en 
D‚F,E, de bedoelde rech- 
ten van SIMSON. 

Noemen we haar snij- 
punt S. 

Na is / DSD, = 180 
—_(LSDD, + /SD,D) = 
180° — (90° — PDF + 
90° — P,D,E,) = 
LPDF +/ PDE, 
=ZPBF + / P,CE, 


bg PA + 5 bg AP, =j bg PP, 





t 


8 f 
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Tweede oplossing. 
Verlengen we de loodlijnen PD en P‚D, tot aan den omtrek 
van den cirkel in Q en Q,, en trekken we de lijnen AQ en 
AQ, , dan is AQ // SD en AQ, // SD, (want / BAQ = 


5 bg BQ = LBPQ—=/ BFD enz.), zoodat / DSD, = / QAQ 


NUUR QAO 1 5 bg QQ, , en daar PQ en P,Q, evenwijdig 
loopen is boog QQ, == boog PP. Dus 
VDS WAO: = 5 bg OOR : be PP , 

Opmerking. Als een bijzonder geval dezer eigenschap heb- 
ben we: De twee rechten van Simson, geconstrueerd met be- 
trekking tot de uiteinden eener middellijn van den omgeschre- 
ven cirkel eens driehoeks, snijden elkaar rechthoekig. (Zie: 
Van Beren, Merkw. punten en lijnen van den vl. driehoek, 
bl. 37.) W. Meijer. 


Aanteekeningen. De 2de oplossing is ook geleverd door den 
Hr. M. Simons, die voor het bewijs van de evenwijdigheid der 
lijnen AQ en SD, AQ, en SD, verwijst naar VAN BREEN, 
Merkw. punten en lijnen. Terecht merkt de Hr. Simons op, 
dat PD en P'D òf raaklijnen, òf srĳĳlijnen van den cirkel 
zijn. In ’t eerste geval vallen P en Q, P' en Q' samen. Het 
bewijs verandert niet, 


966. Drie aan elkaar sluitende koorden onderspannen samen 
een halven cirkel, waarvan de middellijn m is. Als de 
koorden a,b en c zijn, vraagt men te bewijzen, dat 

m3 — (a? Jb? HC?) m — 2abe =0 is. 
(WisseLinkK, Vrgst. Oef. Alg. III Gem, Opg. 90.) W. Merer. 

Oplossing. 

Zijn AB =a, BC = ben CD =e 
de drie koorden, dan is AD een 
middellijn van den cirkel en dus 
= m. Trekken we de koorden 
AC en BD, die we p en q zullen 

noemen Volgens het theorema van ProueMeus is nu 

pq =ac + bm. 
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_ Uit de rechthoekige AA ACD en ABD vinden we: 
p= Vm? —e? en g= Vm? —a?. 
Dus vm? —c? XV m2 — a? = ac + bm 
(m2 — c2) (im? — a?) == (ac + bm)? 
mt — a?m? — em? + ate? = a?e? + 2abem + bm? 
mi — (a? Jb? He?) m2 — 2abem = 0 
of daar mm niet nul is: m3 — (a? + b2 + Cc?) m — 2abe = 0. 
W. Meier; B.C.K.; A.J. Jansen; M Srmons ; 
J. B. BAKKER. 


Tweede oplossing. 


Trek BD en DE } BC. 

In -A ABD is: m? =S a? d-g?...…(1).- In A BOD úge 
qe =b? 4e? J-2.bXCH... (2). 

Uit (1) en (2) volgt m? —=a? Jb? Je? 4 25,CE...(3). 

Maar de rechthoekige driehoeken ABD en CED zijn geliĳk- 
vormig, (£ A =180° — £ BCD = / DCE), derhalve 


AD:CD =AB: CE of m:e=z=a: CE. en CE … (4) 
Verg. (4) in (3) invoegende, verkrijgt men : 


m? zaden 
of m3 = m (at Jb? He?) + 2abe 
en m3 — m(a? Jb? + Ce?) — 2abe = 0. 


v. D. War & VeERBORGH. 


967, Bepaal de waarde van z in de volgende vergelijking : 
2 
| log (« +D| + |2log 2 + log (e* — Il log (+1) — 


— log (e — 1) + log (e* — 1) (log (el) + (log 2)? + 
—+ log (#?° — 1)log 2 = 0. S. pr Gasr Jz. 
Oplossing. 
Stellen we ter vereenvoudiging log (+1) — y, log (@—1) —=z 
en log 2=a, dan is 
log (#° — 1) =log (w +1) 4-log (2 —1) =y +2. 
De vergelijking wordt dan : 
ye HRatyte)yyt2eeha? ty tea=0 
2y* J 3ay — 222 Haza =0. . . . (1) 
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Lossen we de vergelijking 
1 1 
greerd Ogen Fiat sl 
ten opzichte van y op, zoo vinden we: 


3 1 Í 
a — _ in pd nn 
y zat (ze z) or y= zat 
y= Take 


Het eerste lid is dus 
1 
(ytetzo) (y— 2-4). 
Het eerste lid van (1) is dus 
(2 4 22 Ha)(y — eta) 

of | 2 log (e-1)4-2 log (r—1)-Hlog 2 | og (e-1)—log (a—1)-Hlog 2 
of | 2 log (2*—1) + log 2| |log (eH1) — log (1) + log 2 

We hebben dus: 2 log (z?—1) +4 log 2=0 





en log (we 4-1) — log (w — 1) + log 2=0 

of log 2 (z? —1)? =0 
el) 

en log ET 0 


EE 
Hieruit volgt 221}? =l of ,=tE Vaer 


2(et 1) —=l of x=. 
el 
Opdat log(s — 1) bestaanbaar zij, moet z) 1. Van de 
gevonden waarden voldoet dus alleen 


IEN 
e= SOE =zttarD. 


en 


968. Men vraagt een vierhoek ABCD te construeeren, als ge- 
geven zijn: de hoeken A en B, de lijnen, die de mid- 
dens der overstaande zijden verbinden, en de hoek dezer 
lijnen. S. pe Gast Jz. 

Oplossing. 

Zij F het midden van AB, G het midden van BC, H het 
midden van CD en I het midden van DA. De vierhoek FGHI 
js dan een parallelogram. Van dit parallelogram zijn bekend 
de diagonalen en de hoek dier diagonalen, zoodat het paral- 
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lelogram kan geconstrueerd worden, Ook kunnen geconstrueerd 
worden de cirkels om de driehoeken AFI en FBG. Door het 
snijpunt F dezer cirkels kan nu eene lijn getrokken worden 
zóó, dat de koorden AF en FB geliĳk zijn. Daardoor zijn de 
hoekpunten A en B van den gevraagden vierhoek bepaald , 
die nu verder gemakkelijk kan geconstrueerd worden. 

Opmerking. Zijn in plaats van twee aanliggende hoeken 
A en B twee overstaande hoeken, b.v. A en C gegeven, dan 
wordt de zaak aldus: vooreerst kunnen geconstrueerd worden 
het parallelogram FGHI en de cirkels om de driehoeken AFI 
en HGC. Trekken we nu uit het middelpunt M van den cirkel 
om A AFI eene lijn MN evenwijdig aan FG en tweemaal zoo 
lang, dan is AMNC een parallelogram. Het hoekpunt C is 
dus te vinden, want NC == MA. De constructie levert verder 
geene moeilijkheid meer op. 


969, Een cirkel A en twee elkaar snijdende lijnen P en Q 
zijn gegeven. Men vraagt een cirkel B te construeeren, 
welke aan P raakt, terwijl Q machtlijn van A en B 
wordt, J. W. BeERGANsIUs. 


Oplossing. 


B Zij O het snij- 
B punt van P en Q. 
a Daar Q macht- 
8 lijn is van Aen 
j B zal de raak- 
lijn uit O aan A 
getrokken gelijk 
zijn aan de raak: 
lijn uit O aan B 
getrokken. Daar 
de eerste (OC) 

bekend is, kan 
het raakpunt D op P bepaald worden door OD —= OC te 
maken. Het middelpunt van B moct liggen op de lijn uit 
A loodrecht op Q neergelaten , tevens op de lijn in D loodr. 
op B getrokken; het snijpunt B dier lijnen is het gevraagde 
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middelpunt en BD de gevraagde straal. Door ook OD, = OC 
te maken vindt men een tweeden cirkel B, , die aan de vraag 
voldoet. 

Wanneer Q cirkel A niet snijdt zullen er steeds twee cirkels 
gevonden worden. 

Snijdt Q cirkel A dan is de oplossing niet mogelijk wan- 
neer het snijpunt O van P en Q binnen cirkel A gelegen is; 
ligt O buiten A dan vindt men weer twee cirkels. 

J. W. BERGANsIUS. 
970. Bewijs: NO OPEL steeds deelbaar door 992, 
als „ geheel is. H. SreRsMa. 
Oplossing. 


gon, zÍn pon Ben gon gîn _ gb pan 


(a g 5) =2 en sk 5) (2. 5) 
—_ (81 — 50”). 


Nu is voor elke waarde van # : a°* — b'* deelbaar door a — b, 
dus 81° — 50° — 31-voud ‚ en daarom: 


he BD El voud ==" dd-voud. 
H. Siersma JR, 


971. Im den rechthoekigen A ABC, rechthoekig in A, is AD 
eene willekeurige lijn, die de schuine zijde A in 2 deelen 
verdeelt , die zich verhouden als p:g. Zoo nu de om- 
trek van A ABD gelijk ís aan dien van A ACD, vraagt 
men de lengte der rechthoekszijden AB en AC en der 
lijn AD te berekenen. J. C. EGer. 
(Eeer, Nieuwe Verz. Vrgst. II, bl. 52, 33.) 

Oplossing. 

Gegeven is DB:DC =p:g en 
DB + CD = Jh; hieruit volgt 
ph gh 
BSS edje 
pq pg 
Verder is gegeven dat de om- 
trekken der drieh. ABD en ACD 
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gelijk zijn; en daar zij AD gemeen hebben, zoo is 
AB + DB = AC + CD 





of ABENNOD EE DBE 

Nu is bekend AB? + AC? =CB? 
of 2AB? J- 2AC? —=2h? 

Ee 2 

hier af AB? —2AB Xx AC JAC? = dbs 2e macht (1) 

E (2p*-j- pg J2g gt PE DE 
blijft AB J- ACya= Ee 

ht are po} 
waaruit AB J AC = ape v(p? + 6pg + q°) 

ATD 
AB — AC= 
pg 


open af 


A End PER 5 Kl 
=p | pt vp? + 6pg 49°) 


h | 
en vp? J-6 andes 
an nn pt) 
J. C, Beer. 
Tweede hd 


gh 
en CD == 
De q ptq 

Stel AC=BD +7 en AB = CD He, dan is ook aan den 
tweeden eisch voldaan. Nu is 





Uit het gegevene volgt DH —= 


AC? + AB? — BO? 
of (DB 42)? (CDA)?  =h 
of (alegre) + (ole te) =r 
of Ee de e À 2 =h? 
of e? jk he — + 3 : 
waaruit zm Ei vii H3 AE: re | 


of omdat # positief Ek zijn 


1 
== kh an LADE 6 e 
ET da nn Se 
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en hieruit volgt: 
h 1 
Mh 6p 2 
nek tre (p? + 6pg + 9°) 


f ee | 2 
of _ AC zp | gtr (p? + Gpg +09) 


en evenzoo 


pe ee + 6pg +9? 
pra 3 zere on 
h 
MB ig | ; nl. 
o Ee, pt vp F6pg + 2°)| 


J. C. Eerr. 
Voor de berekening van AD geeft de stelling van Eurer 
en Srewarr (zie „De Vriend der Wiskunde’, 3e jaarg. bl. 25): 
CD x AB? 4 DB x AC? = BC (AD? + BD x DC). 
Substitueeren wij hierin de waarden hier boven gevonden 
en stellen wij den wortelvorm door w voor, dan is 


2 
OTN Ë | 2p2tpa tt? pd | 


pra toro? 0 on 
h 
DB x AQ? == 2 2 +4pgh2g° +2 (pv | 


enn be 
pta Bren: 5 
opt 
h3 
AB? + DB KO |2 31 (p— | 
CD x + DB x IDD (pt) 42 (pw 
Ae volgt: 


5 FD » zie 08 ds as De | = h (AD: + En 


) 
waaruit AD° S= Tor oto: 2pg wt-q) + wp) | 
| 


h° (assg) 
RE »: + 2pq +9 —2pq + eier 


wg) 

2 jn 2 

of AD =V? [> er dp? + epa | 
J. C. Eaer. 


Hiermede stemmen overeen de oplossingen van B, C, K. en 
van v. D. War & VeErBoren. 
Derde oplossing. 
Gegeven : BC —=h, BD: CD = p:q, omtr. ABD — omtr. ACD. 
Stellen we BD = m en CD =n, dan is duse + m=b Jn, 


92 
waaruit b — c—=m —n en (b—c)? = (m — n)?. Maar 
D2 He? =h? =(md-n}? en dus 2be = Aman. 
Dan is ook (b Jc)? = h? + 4mn enb + dl 72 + 4mnf, 
__ waaruit in verband met 5 —e=m—n, 


bg mn (12 Hmm); 


=5 Ee mnd (h? + tm) |. 
Trekken we DE//AC en DF //AB, dan heeft men 
hem==b: DEven hint: DES 
waaruit DE SANS de ên DE SAB Te 


Nu is AD? —= DE? J AB? en dus 
22 22 
Dn m Ee n he Ey (bm? + en?) 


Volgens de gegeven rele verhoudt m zich tot » 





5 hq 
als p:q; dus is m= — — en n= ——. Voeren we deze 
N B pq 


waarden in, dan bekomen we na behoorlijke herleiding 


vzh er e= + (2?) 
t EE 
waarin kn P+ q M. Simons. 


972. Van eene meetkundige evenredigheid is de som der ter- 
men 21, de som hunner tweede machten 125 en het 
product van al de termen 576. Welke is die even- 
redigheid ? J. C. Ecer. 
(Beer, Nieuwe Verz. Vrgst. II, bl. 42, 82.) 


Oplossing. 


Stel de evenredigh.: #:y =az2:yz, dan geeft het vraagst. 
dit drietal vergelijkingen : 
ed yard gei ZS at 
oe eye tert yi 120 et 
en ld 
waaruit CYZmOE eis bern lm el 0 SN 
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Het kwadraat van (1) geeft 
vr Hayt2atehdaety? Hyla H2uyethytzt = 441 


af o? Fy? Jrz? +y?2? —= 125(2) 
blijft 2xyt2w?e4rye  H2ytet2rye? = 316 
4ryz mre au) 
2xy2r?z J-2y? 2-22? 0 
of (ty ytes=il0  .. 0 (4) 


Stel nu sd ye=penydaz=g 
dan verkrijgen wij uit (Ì) en (4): 


pd-q=?21 pq =: 110 

Eh nn vi 
pF 2pg hg Al 
4 


af 4pq ee 
Dn 
We 
pq ak 
ed el Sd. 
p=1l of 10 
g=10 of 11 
dus vd ye == 10 en yJ-re== ll of omgekeerd. 
: 24 _ 24 
Uit (4) volgt gamen wi d 
24 
Pen y= ll —…= 
x y 
©? — 10e J- 24 =0 dre 
waaruit # = 5 dv (25 —24) B 24) 
y =5 en 
dus „—=6 of 4 
m6 694 set! 
y=8, 3,8, 3 9 =j 3 
4 3 of y —=8 of 3 


1 
9 3 4 2. 


waardoor de evenredigh. wordt: 6:8—=3:4, 
of op verschillende wijzen omgezet. 


geeft 2 = 


Tweede oplossing. 
Stel de evenredigh.: a:b==e:d 
dan hebben wij de vergelijkingen 
atbted-d==2l. A 0e (1) 
ab? Het d-d?=125. , . . « (2) 
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abcd == 576 
waaruit reeds dadelijk volgt ab == cd —= 24. 
De tweede macht van (1) is: 
arb? Hd2H2ab2acd2ad-2bet-2bdHed — 441 





af a?db* Hed? — 125 
blij ft 2abd-2acH-2ad + 2oeH-2bdH-2ed -= 315 
hier af Aad 4-Abe 108 
blijft __2ab+-2ae —2ad—2bel-2bd-H2ed — 124 


deze vergel. afgetrokken van (2) geeft : 

a? —2ab—Zact2adJb° H2be—2bdH-C? Zedd? = 1 
of (aB)2d 2 (ab) (—ehd) +(— chit =| 
waaruit door worteltrekking volgt 
a—b—edhd=tl 
ad-btetd= 21 (1) 





op en af 
ad-d=il of 10 
ar Had Jd? = 121 of 100 rn 
Pes ee (4) op dezelfde wijze volgt 
TEN EPT ERT 
ad =tb5 of +: 2 bc = +2 of +5 
ad-d = 11 of 10 b Fens 110 r0f ek 
iS MONDEO b == 6745 OD 
dn rs Ere L0, cz 4,0,-3 of. 8 
dus de evenredigh. even als hierboven 8 : 3 — 6 : 4 of omgezet. 
J. C. Ecer. 


Met de eerste oplossing stemmen overeen die van v. D. W. 
& V. en van A. J. JANSEN; met de tweede die van E. Q, K. 
en J. B. Bakker, 


973, Indien men van een willekeurig getal het cijfer der een- 
heden, tientallen, enz. in rangorde met de getallen 
Jl, —3, —4, —1, +3 en 4-4 vermenigvuldigt 
en de som dezer produkten is gelijk nul of een veelvoud 
van 13, dan zal het getal zelf door 13 deelbaar zijn. 
Bewijs dit. 

(J. VersLuys, Deelbh, & Rep. br, no, 33.) 
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Oplossing. 


Men heeft: 1 = 13-voud + 1 
10 = 13-voud +- 5 
100 = 18-voud — 4 
1000 = 13-voud — 1 
10000 = 13 voud + 3 
100000 = 13-voud + 4. 
Is nu gegeven het getal [zocdef| 
== 1054 + 1045 + 103e + 102d + 10e + f, 
dan weten we: 
labedef|= a (12-v. + 4) Hb (13-v. + 3) Hc (13-v, — 1) 
J-d(13 v. — 4) He (13-v. — 3) + f (13-v. +1) 
= 13-voud + tate 4d — 3e f f\. 


Is nu 4a + 35 —c-——4d—3e + f geliĳk aan O, dan is 
labcdey| deelbaar door 13. | 

Is 4u + 3b —c—4d—3e tf een 13-voud, dan bestaat 
labedefl uit de som van twee 13-vouden en is dus ook deel- 
baar door 18. J. B. BAKKER. 

Tweede oplossing. 

Zij [..gfedcha} een willekeurig getal, dan is dit getal ge- 
lijk aan 
„…. 10000009 + 170000f +- 10000e + 1000d + 100c + 105-4a 
eenheden. Trekken we hier af 

„….999999g J- 99996f + 9997e J- 1001d + 104c + 135, 


dan is de rest: 
g+ Af J- de + d— 4e — 3bHa. 

Nu zijn de getallen 13, 104, 1001, 9997, 99996, 999999 
enz. alle 13-vouden. In bovenstaande attrekking is de aftrek- 
ker dus een 13-voud, Is nu de rest een 13-voud of gelijk 
aan nul, dan zal ook het aftrektal een 13-voud zijn. 

Is dus van een getal 1 maal het cijfer den eenheden — 
3 maal dat der 10tallen — 4 maal dat der 100tallen — 
1 maal dat der 1000tallen + 3 maal dat der 10000tallen + 
4 maal dat der 100000tallen + 1 maal dat der 1000000tal- 
len — enz, een 13-voud of nul, dan is het getal zelf een 
13-voud. v. D. Wau & VerBOrGH, 
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974. Bewijs: 
LERT EL 1 1 
Veda 
1 1 1 1 
meppen el 
(GRAVELAAR, Vrgst. Alg. 650.) 
Oplossing. 


Vermeerdert men de negatieve termen van de gegeven reeks 
respectievelijk met de opeenvolgende termen van de volgende 


reeks 1, 5 î 5, 7 enz. tot el dan bekomt men: 


Tel LT ve ed 1 1 
Lt gab gf iehget gege o 


Derhalve is 
1 Jer 1 1 
aient mer 


tledeeben| 








gelijk aan 
additie ant 
erna EEN 
=rntarits stek 
M. Simons. 


Tweede oplossing. 


We nemen aan, dat de gegeven vergelijking waar is, dan 
zullen we bewijzen, dat de vergelijking nog waar is, wan- 
neer men ” door » + 1 vervangf. 


1 Lt} Ì 1 
nme eon enen 
en Aaen eve eem? …… (A) 


Vervangen we # door nJ-1, dan bekomt men de vol- 
gende vergelijking : 
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tee 1 1 1 t 
nh Te 7 Ten gr 
1 | 1 1 
=S gt raeee de d dt .. (B 
nn HE ai C) 
\ Et î 1 1 
Het le lid van vergelijking (B) is Bel ont2 grooter 


dan het eerste lid van vergelijking (A). 
Het 2e lid van vergelijking (B) is 
nl  2nt2 nl 2ntl 2nHl 
grooter dan het 2e lid van vergelijking (A). 

We zien hieruit dus, dat het 1e lid van vergel. (B) zoo- 
wel als het 2e lid van vergel (B) evenveel grooter zijn dan de 
overeenkomstige leden van vergelijking (A). 

Is vergel. (A) waar, dan is dus ook vergel. (B) waar. 
7 
is zij ook waar voor n = 2, 3, 4, enz, zoodat zij in het 
algemeen waar is 

Dit bewijs is à la Bernoulli. v. p. War & VerBoran. 


Voor n= 1 is de le vergelijking waar: 1 == dus 


975. Met welke getallen moeten de termen der meetkundige 
reeks 27, 36, 48, 64 successievelijk verminderd wor- 
den, opdat de verschillen eene rekenkundige reeks zullen 
vormen ? 

Oplossing. 

Als men de getallen, waarmee successievelijk de termen 
der meetkundige reeks 27, 36, 48, 64, verminderd worden, 
door #, y, 2, t voorstelt, dan zullen de verschillen 

27m, 36—y, 48—z, 64 —t 

de opeenvolgende termen eener rekenkundige reeks vormen. 

Dus is 

(36 — 4) — (27 — ) = (48 — 2) — (36 —y) 


of 9 _ydrz=l2 edy 

of yv) H3z=eg. ’ vtE) 
Ook is BN Ba de) 

of 12 — (ey) = 16 — (t — 2) 

dus bn B Ane (2) 


De Vriend der Wiskunde. IX, 7 
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Derhalve =d —y. «8 ete (B) 

Men heeft dus slechts twee onafhankelijke vergelijkingen en 
vier onbekenden, zoodat het vraagstuk behoort tot de Dio- 
phantische vergelijkingen van den eersten graad. 

Er volgt uit, dat y ) z,z ) yen t ) 2 zijn moet; dus 
kan men voor #, 4 willekeurige getallen y > we en z < 27 
aannemen , waardoor dan z en f bepaald worden. 

Stelt-men 2 = 1,2, By vAn wb mad palen 
en Wan AS dn Belt De dan is 
volgens (1) 2 = 6, 7, 8, 9e tO el, LAN en 
volgens (3) f = 14, 15, 16,17, 18, 19, ZO ent 

Men heeft dus 27 365 48 64 meetk. reeks 


Le no dl 4 
26 34 42 50 rekenk. reeks. 
Of; 27 36 48 64 meetk. reeks 
De GLR 
22 30 38 46 rekenk. reeks. 
In deze reeksen is het rekenk. verschil = f—e=8. 
Stelt men ”=—= 1, 2, 3, 4, ö,.… 


en vim Bye A, DO pr daneds 
volgens (l) z2= 8, On 1ORE LE nn sel 
volgens (3) t—= 17,18, 19, 20, 21, 


Dus 27, 36, 48, 64 meetk. reeks 
15 In B A 
96 33 40 47 rekenk. reeks. 
Of: 27 36 48 6t meetk. reeks 
bre jr EAN EL 
“22 29 36 43 rekenk. reeks. 
In deze reeksen is het rekenk verschil = t—e=7. 


Uit het bovenstaande blijkt, dat het aantal rekenkundige 
reeksen , welke uit de gegevone meetkundige reeks zijn af te 
leiden , onbepaald groot is. 


976. Oplossen: Lee En 52 
Oplossing. 


ett 12 


99 


Verheft men de beide leden dezer vergelijking tot de 
(ee J-1jste macht, dan is 
93 (242) el) 
Lost men nu deze vergelijking door middel van logarithmen 
op, dan verkrijgt men 
(z +2) (re —1)log 3 =log 2 


of (2 + 3x J- 2) log 3 = log 2 
log 2 — 2log 3 
2 me en 
of tr I= log 3 
of 43152 = (e+ 1,5) Beg 41,5? 
(log 2 —2log3 ) 
Ea ei € 
dus e= ot V( ed 
0,3010300 — 0,9542426 ) 
aen ae À Te 
le Vv ( 0,4771213 Oan 
= — 1,5 + 0,9385785 
dus #,=—0,5614215 en z, — — 2,4885785. 


977, Als men uit elk hoekpunt van een willekeurigen veel- 
hoek met een oneven aantal zijden door een punt P 
binnen dien veelhoek eene rechte trekt, welke de over- 
staande zijde in twee segmenten verdeelt, dan is het 
product der segmenten, welke geen gemeenschappelijk 
uiteinde hebben, gelijk aan het product der andere seg- 
menten. 


Oplossing. 

Zij ABCDE de willekeurige 
veelhoek , waarin een punt P ge- 
legen is, waardoor de lijnen 
AA,, BB,, CC,, DD, en EE, 
getrokken zijn, 

Nu moet bewezen worden, dat 
AD,.BE, .CA,.DB,. EC, 
—= BD, .CE,. DA, .EB,.AC,(1) 
De AA APD, en DPA, hebben 
een Z gelijk, dus 

AAD ie se PAr PD: 
A DPA; »PAi*-PD" 
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ABED TEE RP 

ANDPB je PBS RBE: 
AAPD,, ADPA,_ PA , PB 5 
ABED, <A DPB neBA PBE 
AAPD, en A BPD, hebben dezelfde hoogte PQ, dus 
CAPD js ADS 


A BPD, © BD, vee ze enkele RSE 


Trek in A DPA, en in A DPB, de loodlijnen PM en PN, 
ACDPAT wDAS 


Evenzoo is 


bijgevolg 














5 PM 
dan is: A DPB, RDE 6 PN’ zoodat (2) wordt 
AD,,DA, MP_ PA , PB 
BD DBINP PA AED 
PA DA, na PB DB, 
of EADE EN prr Dn 
Evenzoo 
PB se EBi PC EC, 
ENGE GBE EDS . CE, 
PC AC, 4 PD AD, 
EO OKE a 
PD BD A PEC 
EO SPD DEN APR 
PE CE, PA CA, 
ERA . EC, TD . AO: 


Door vermenigvuldiging der overeenkomstige leden van (5) 
en (6) vindt men 
DA, EB, AC, BD, CE, 
AD," BE; COA DB 0 
+ DB EO, ADS CA, 
— BD, e CE, e DA, . EB, e AC 
of (DA, .EB,.AC,.BD,.CE,)? —=(DB,.EC,.AD „BE, .CA,)? 
en DA, .EB,.AC,.BD,.CE, = DB, ‚EC,. AD, .BE,.CA,. 
WTB. 











978. Herleid tot den eenvoudigsten vorm : 


14 Ll Se Slk 
3 4 nn 
DA En EX En LE 


C 
(Toel. ex. Veeartsenijschool, 1892.) E. C, K, 


d 
b3 
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Oplossing. 


kT dts B Ws 
el DANE. Ns, Sr EEA 

Ei B ntt rde 1 OL el 
Eh ME 























Nu is: 
, Slavis pr r =4! 
tn 
| NG 





4 B 


zoodat de gegeven vorm == 


a: c* hectare ú 
zi XV len Xl 
pit b 
9 

2 4 ab d 

ac 
WN el. 

b8 E. C. K.; V. p. War & VERBORGH, 


978*, Wij vernamen, dat in de examen-opgave 


14 et 
| in stond in plaats van | pe 8 


| Men heeft dan: 


ep 5 1 2p” d en 
| 8 able „r 3 sn Be 13 a 5p3 
2 ‚| ig 
C C 
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4 


3 


HAR LN 
beb “ec? x —l.a 3b3ce ? 


3 4 | 

= eik Be iet " ine belet nf 
0-6 —14H pd 3 
ED; B == 1 


Nu is: id I= == IxE le lX let, 





Ĳ 
eere 
vote 
Ii 
Q 
Sr 
he 
C 
be 








A — 1. 




















2 4 

"3 De PED Ln 

/ / Tren 

zoodat 

| Un 
24 

6-1 ee, Ee | 

De vorm is nu == — b zap 1 | 

beer 


Opmerking. Dewijl W — 1 vier waarden heeft, behoort dit 
vraagstuk niet meer tot het gebied der gewone lagere algebra. 





—v2tEr2 
Na substitutie dezer 4 waarden en en 
Ze in (1) vindt men de vier waarden van den ge- 


geven vorm. 


97). In een gegeven cirkel een gelijkbeenigen driehoek con- 
strueeren, waarvan de som der basis en der hoogtelijn 
op de basis eene gegeven lijn a is. 

Oplossing. 
Trek uit een punt A van den cirkelomtrek eene middellijn 

AMI en neem op haar een stuk AE —=a. Trek door A eene 


raaklijn AG en neem op haar AF = za. Vereenig E met 


F, dan zal EF den cirkel in twee punten C en C, snijden, 
òf in een punt raken òf buiten den cirkel liggen. 


105 


Als EF den cirkelomtrek in C en 
C‚ snijdt, dan zijn C en C, twee 
hoekpunten van de bases van twee 
gelijkbeenige A A ABC en AB,C,, 
welke aan de vraag voldoen. Raakt 
EF den cirkel in C,‚ dan is er 
een A ABC. 

Uit de constructie volgt, dat 
DE —=BC, of D,E—=B,C,; dus 
BC J AD = AE za. 

Voorwaarden. Zal het vraagstuk mogelijk zijn, dan moet 
het voetpunt P der loodlijn MP uit M op EF neergelaten, 
binnen den eirkel of op den omtrek liggen. 

Ligt P binnen den cirkel, dan is 

AEMPx A EFA, 
dus MP: AF = ME: EF 


MP: a=(a— B): jar 5 
MP: 1 =(a—R}):1ö 


a—kR 
MT : 





waarin R de straal is. 
Ligt P op den omtrek, dan wordt 


Apr 
v5 


of _Ryv5=a—R, of a=RHRvi=R(l ri) 
zoodat voor a { R(l +15) het vraagstuk mogelijk is. 





980. In een A ABC trekt men de bissectrices der binnen: en 
buitenhoeken B en C. Uit A laat men loodlijnen op 
deze vier bissectrices neer. De voetpunten dezer vier 
loodlijnen liggen met de middens der opstaande zijden 
in eene rechte. Bewijs. 


Oplossing. 

Laat in A ABC AD en 
AE, AF en AG respectievelijk 
de loodlijnen zijn op de bis- 
sectrices der binnen- en bui- 
tenhoeken D en C, 
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In. vierhoek -ADBE zijn / D= LBi Zes 90°, 
dus is ADBE een rechthoek waarin AB en DE de diago- 
nalen zijn, zoodat DE door het midden M van AB gaat. 
Maar / EBC =/ EBA =/ BED, dus is DE // BC, 

Evenzoo is vierhoek AGCF een rechthoek, waarin FG door 
het midden N van AC gaat en FG // BC is. 

Daar M en N de middens zijn van AB en AC is MN // BC. 
Dus DE//MN//FG//BC. Daar DE en MN een punt M ge- 
meen hebben en // zijn, vallen zij samen. Evenzoo vallen 
MN en FG samen, omdat zij een punt N gemeen hebben en 
|| zijn. De rechten DE en FG vallen dus met MN samen, 
di. de voetpunten D, F, E, G der loodlijnen liggen met de 
middens M en N der opstaande zijden in eene rechte DG. 


945. Als a en b ondeelbaar zijn, zijn er (a — 1)(b— 1) ge- 
tallen , die onderling ondeelbaar zijn met a X b en kleiner 
dan a Xb. Bewijs dat 
(J. VersLuys, Dlbh. & Rep. br. no. 74) 


De oplossing op blz. 20 leze men aldus: 


a en b zijn ondeelbaar. 

Alle getallen kleiner dan ab zijn met a onderling ondeelbaar, 
behalve de «-vouden ; hun aantal is b — 1. 

Alle getallen kleiner dan ab zijn met b onderling ondeelbaar, 
behalve de b-vouden; hun aantal is a — 1. 

Van de ab — Î getallen beneden ab vallen dus weg (a — 1) 
+ (b — 1) getallen ; de rest is ab — a — b + Î — (a — 1) (b—1), 
en al deze zijn onderling ondeelbaar met a en 5. 


946. Een boer wil een rechthoekig stuk land, dat 250 M. lang 
en 60 M. breed is, ophoogen met de aarde, welke hij 
verkrijgt door om het land eene sloot te graven, die 
van boven 2 M. en op den bodem 1 M. wijd is en die 
eene diepte van 2 M. heeft. Bereken voor hem, op zoo 
eenvoudige wijze als u mogelijk is, hoeveel het land met 
‘die aarde kan worden opgehoogd. SJ. v. pn. Vrier, 
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De oplossing op ble. 21 leze men aldus : 


Om den inhoud der sloot te berekenen, nemen we aan, dat 
de glooiing aan beide zijden gelijk is. Ook nemen we aan, 
dat de sloot geheel wordt afgenomen van het omliggende land, 
omdat er staat „om het land” eene sloot. Het land zonder 
de sloot vormt geene afgeknotte piramide, dewijl de grond- 
en bovenvlakken niet wo zijn. Nu is het land zonder sloot van 
boven 250 bij 60, van onder 251 bij 61, en nu is niet 250 : 60 
— 251:61 en d. i. voor gelijkvormigheid noodig. 

Hetzelfde geldt voor het land met de sloot : 

van boven 254 bij 64, van onder 253 bij 63, 
en alweer is niet 254: 64 —= 253: 63. 
Het land vormt in beide gevallen eene obelisk. Nu is: 


Inhoud obelisk = IG + B + 4M), 


waarin h— 2M de diepte, G — grondvlak = 254.64 M?, B = 
253 X63 M2, M == middenvlak, dus 4 M == (onder- +} boven- 
lengte) X (onder- + bovenbreedte) == 507.127 M?. 

Inhoud sloot — verschil der inhouden van 2 obelisken 


=i X 2 | 254.64 4 253,63 4 507.127 | X1 MS — 
ne 2 | 261.61 + 250.60 + 501.121 | x 1 Ms 
ze | 906584 — 90932 | M? — 1884 M? 


De oppervlakte van ’t land is 15000 M?, dus het land wordt 
1884 
15000 
de ophooging een rechthoekig parallelepipedum vormt, dus 
niet geschiedt volgens de glooiing der sloot, hetgeen in de 
praktijk nooit plaats heeft, dewijl de arbeider om het afrollen 
der aarde te voorkomen steeds de aarde met de platte zijde 
zijner spade in de richting der glooiing plat slaat. 

Neemt men aan, dat de sloot wordt afgenomen van het 
stuk land zelf, dan is na het graven der sloot het stuk land 
246 M. lang en 56 M. breed. De berekening geschiedt dan 
op dezelfde wijze. 

Dewijl eene obelisk en eene afgeknotte pyramide te beschouwen 


M. == 0,1256 M. hooger gemaakt, als we aannemen, dat 
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zijn als prismoïden waarvan grond- en bovenvlak evenveel zijden 
hebben en twee aan twee in dezelfde volgorde genomen |/ zijn, 
kan men op vraagstukken als dit steeds de inhoudsformule der 
prismoïde toepassen. Men heeft dan niet te letten op het «2 zijn 
der grond- en bovenvlakken en voorkomt alzoo een abuis. 


De inhoudsformule eener prismoïde is: sh (G + B + 4M). 


EXAMENVRAAGSTUKKEN. 


Schriftelijk werk van het Adelborst-examen, 
19 en 20 Mei 1893. 


Rekenkunde. 


De vraagstukken op te lossen zonder behulp van stelkunde. 
Volgorde naar verkiezing. 


î B Eis J En ' . : _— ) 


2. Een uurwerk, dat 15 minuten in het etmaal achter 
loopt, wordt ’s morgens te 8 u. geliĳkgezet. Hoe laat is het, 
als het uurwerk ’s namiddags 7 u. 24 m. aanwijst. 

3. Een arbeider verdient f 7 per week en den kost, doch 
hij moet f 5 per week kostgeld betalen als hij niet werkt. 
Na 40 weken ontvangt hij f 208; hoeveel weken heeft hij 
gewerkt ? 

4, Twee kapitalen, die f 5500 verschillen , staan op intrest 


uit, het grootste tegen 6 pCt. het kleinste tegen 45 9 'sjaars. 


Het grootste brengt in denzelfden tijd tweemaal zooveel rente 
op als het kleinste. Hoe groot zijn die kapitalen ? 

5. Van 2 rechthoekige bakken is de grootste lang 2,2 M. 
breed 120 cM., de kleinste lang 18 dM. breed 90 cM. en 50 cM. 
dieper dan de grootste bak. Deze kon 2760 L, meer bevatten 
dan de kleinste, hoe diep is zij ? 
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Stelkunde. 


1. Breng tot de eenvoudigste gedaante: 
1 1 a—b 
de (3 zr) (5 ad b rn ) 
a— 5 sne b 
(EE ze za 5 RE 5 
2. Wat is het K.G.V. van: 


Za? J- Tab — 6b2; 6a? — ab — 2? en Za? + Tab 3U°. 
3. Herleid tot een’ vorm zonder gebroken en negatieve 





en 








c 
Ee bî B a? 
exponenten : Pen Xx ERS 
a Pe En 5 ) WC 
4, Verdrijf de wortelteekens uit den noemer van den vorm: 
1 
3 


bra (465 — 13115) 
5. Trek den kubuswortel uit: 
6443 — 96a?b — 144a?e J- 48ab? J- 144abe J- 108ac? — 
— 8b3 — 36b?2e — 54be? — 270? 
en laat de bewerking staan. 

6. Een muur kan door A opgemetseld worden in a uren, 
door B in 5 uren, door A, B en C samen in c uren. Hoeveel 
M? inhoud heeft die muur als C in „ uren d M? meer op- 
bouwt dan B? 

Meetkunde. 

1, Van eene geliĳkz. driehoek verdeelt men de basis in » 
gelijke deelen, en trekt men uit den top lijnen naar de deel- 
punten. Hoe verhouden zich de lengten der lijnen. (x is een 
even getal). 

2. Van een parallelogram zijn de diagonalen gegeven gelijk 
a en 5; de hoek, waaronder zij elkander snijden is gelijk 60°. 
Construeer dit parallelogram en bereken de zijde en de hoogte. 

3. Binnen een driehoek ABC, waarin gegeven zijn AB —c, 
BC —a, AC —=5, kiest men een punt P zoodanig dat AP = p 
en BP—g is. Bereken CP. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Juni 1894 franco 


1001. 


1002. 


1003. 


1004, 


1005 


1006, 


1007. 


bij den Redacteur A.J. van Breen te Arnhem 
worden ingewacht. 


Bewijs, dat de G.G.D. van 999999 en een ander getal 
van 6 eijfers niet verandert, als men in het laatste de 
cijfers der eenheden en tientallen in dezelfde volgorde 
vooraan plaatst. (Aldus: 275132 — 322751) 
(WisseLinK, Vr. & oef. I, S 22, 75.) (Zutphen 1886.) 
Onderzoek of men ook een ander aantal cijfers kan ver- 
plaatsen, en ga na of in andere talstelsels ook derge- 
lijke eigenschap bestaat. (Adem, 75, a.) 
Zij p het product der getallen a,b,c en d, — py 
het product der zes grootste gemeene deelers dier ge- 
getallen, twee aan twee genomen, — p, het product 
van de vier grootste gemeene deelers dier getallen, drie 
aan drie genomen, en p, de grootste gemeene deeler 
van a, b,cen d. Te bewijzen, dat het kleinste ge- 
meene veelvoud van a, b, c en d = pp; :PiPz ÌS. 
(GRAVELAAR, Lrb. Rek. I, S 289, 158) H. SrmrsMa. 
Als de grootste gemeene deeler van a en b = 3, die 
van c en d = 2 en ab —cd == 1 is, hoe dikwijls is 
dan het kleinste gemeene veelvoud van a,b,c en d 
op ket product dier getallen begrepen ? 
(Adem, 159.) H. SiersMa, 
Een getal van 4 cijfers te vinden zóó, dat het gelijk 
is aan de derdemacht van de som zijner cijfers. 

S. pr Gast, Jz. 
Los zr op uit de vergelijking 

Vara Ve—b oe Va—a 
VE qed beb 

S. pre Gasr, Jz. 
Bepaal de eerste 5 termen van het quotient der deeling 
1:(l —r)?. Vind hieruit den algemeenen vorm van 
het quotient en de waarde van elk der volgende sommen : 


1 J 2r H- Beraledpt erndndn 





1008. 


1009. 


1010. 


1011, 


1012. 


1013 
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B 


ie Ee) kif kn 
r” her da srt Ef er 


S, pe Gasr, Jz. 
Te bewijzen, dat de geheele 3e machtswortel uit het 
product van 6 op elkaar volgende geheele getallen ge- 
lijk is aan 2? bz +3, als z het kleinste getal is 
v—=l uitgezonderd. 

Toepassingen: 1, Het product van 6 op elkaar vol- 
gende geheele getallen is nooit een volkomen derdemacht. 

2. Zes op elkaar volgende geheele getallen te vin- 
den, wier product 3603600 is. 

3. Zes op elkander volgende geheele getallen te vin= 
den, wier product gelijk is aan dat van drie andere op 
elkaar volgende geheele getallen. S. pre GasrT, Jz. 
Van een trapezium, dat om en in een cirkel kan be- 
schreven worden, is de hoogte gelijk aan delijn, even- 
wijdig aan de evenwijdige zijden, die het trapezium in 
twee gelijkvormige trapezia verdeelt. p. J. M, 
Van een rechthoekig trapezium snijden de diagonalen 
elkander onder rechte hoeken, Bewijs dat de recht- 
hoekszijde gelijk is aan de lijn, evenwijdig aan de even- 
wijdige zijden, die het trapezium in twee gelijkvormige 
trapezia verdeelt. D. J. M. 
Welke zijn de waarden van rz en y in de vergelijkingen 
e—g)(et —y*)=a en (a-la? Hy) =b. 

(Ecrr en Nrieuwnuvis, Pract. Algebra IL, blz. 43, no. 23.) 
J. C. Beer. 
Herleid den volgenden wortelvorm 


[aft 10425) | 


)! 
OR ADRE en Ne 
v ar }t rr 042075) | | 
(Eeer en Nieuwnuis, Pract. Algebra II, blz. 16, no, 6.) 


J. C. En 
Bewijs, dat het verschil der EN van 2 oneven 
getallen altijd deelbaar is door 8; en dat elk vierkant, 


1014. 


1015. 


1016. 


1017. 


1018. 


1019. 


1020 


Blz, 
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waarvan het cijfer der eenheden 6 is, een oneven cijfer 
op de plàats der tientallen heeft. 
(J. VersLuys, Deelbh. 55 en 56.) (XXX) 
Construeer een driehoek, wanneer gegeven zijn : 
a) de basis, de verhouding der opstaande zijden en de 

hoogte ; 
b) de basis, de verhouding der opstaande zijden en de 

tophoek. 
Meth. opl. Mtk. vrgst. $ 53, 1 en 2.) 
Beg. d. Nieuw. Mtk. S 16, 14 en 15) 
Voor welke waarde van 1 zullen de beide wortels van 
x gelijk zijn in de vierkantsvergelijking: 

Tr JT FH 4m? — 10m J 14m —=0, 
x op te lossen uit de vergelijking : 
2x x 
B es PD io S= 1,5. 

Bereken de waarde van het antwoord door logarithmen. 
Van een driehoek zijn de zijden: a=138, b=14, 
c==lödeM. Door het middelpunt van den ingeschreven 
cirkel is eene lijn getrokken, evenwijdig met de zijde b. 
In welke verhouding wordt de oppervlakte van den 
driehoek door die lijn verdeeld ? 
Een driehoek te construeeren waarvan gegeven zijn: 
de basis, een aanliggende hoek == 36° en de som der 
opstaande zijden. 
Bepaal de meetkundige plaats der punten, die men 
krijgt, als men eenzelfde punt vereenigt met de punten 
van een rechte lijn en de vereenigingslijnen in een be- 
paalde verhouding verdeelt. 

Evenzoo van een cirkel. 
(J. VersLuys, Meth. opl. Mtk. vrgst S 52, 2 en 3.) 
Gaat van twee cirkels de eene C, door het middelpunt 
O vaa de andere C,, dan zal voor elke raaklijn aan 
C,, die C, in de punten A en B snijdt, steeds OA 
xXx OB constant zijn. H. SieRrsMA, 


(J. VersLuys, 


ERRATA. 
62, r, 1 v. o, lees: 8590065655 xX 8589803521, 


Dit 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
297. Construeer in het gemeenschappelijk gedeelte van twee 
elkaar snijdende cirkels een vierkant. 
(WisseLink, Vrgst. Mtx. III, S 21, 185.) W. Meren. 
298. Hoe zou men het theorema van Prourmeus analytisch 
bewijzen ? 
(Krarper, Mtk. I, S 277, Opm.) Merde: 
299. Als men een landkaart kleurt, waarin de districten of 
andere onderdeelen door kleuren worden aangewezen, 
wordt natuurlijk vereischt, dat geen twee aangrenzende 
districten dezelfde kleur krijgen en door het te beproeven 
vindt men dat 4 kleuren daartoe altijd voldoende zijn , 
wat ook de vorm of het aantal der districten moge 
wezen. Waarom vier? Zou hetzelfde waar zijn, als de 
districten een bol moesten bedekken ? 
(J. VersLuys, Alg Vrgst. Gev. IL, bl. 43) Á.? 


Ingekomen Vraag naar Werken over Synthetische 
en Absolute Meetkunde. 
H. K.! Onderstaand lijstje boeken over Absolute en Syntheti- 
sche Meetkuude zal, naar ik meen, wel aan Uw verlangen voldoen. 
Dr. H. Onnen, Beginselen der ee Meetkunde, Sneek, 


1873, Van Druten. . . Ef 1,50 
Dru F. GEISER, Einleitung in die Ne tnbeikols Geometrie, 
Leipzig, bonbner) LSCI Aerien 12, AE MAES 


JacoB Sreriner’s Vorlesungen über Ee tenceDe Geometrie. 
I. Teil. Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer Dar- 
stellang. Bearbeitet von Dr.C. F. Geiser, 3e Aufl, 1887,M. 6, — 
IL. Teil. Die Theorie der Kegelschnitte, gestütst auf projec- 
tivische Eigenschaften. Bearbeitet von Dr. Heinrich Schroeter, 
2e Aufl., 1876 Leipzig, Teubner. . . . . . M. 4 

Reys, Beke der Lage Hannover, Rümpler . M. 12,— 

Boryar, Science absolus de l'espace. Paris, Gauthier Villars. 

J. Friscuaur, Absolute Geometrie nach Johann Bolyai be- 
arbeitet. Leipzig, 1872, Teubner . . . … … … M. 2, 

J. Friscravr, Elemente der absoluten Geometrie. Leipzig, 
UBTG Wenbnerdt. ee WAT ee enten ode 3,40 
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GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 961 —980 zijn ingezonden door: 


B Bakker, 963, 966, 968, 970, 972, 973, 979, 980. 

„ J. Jansen, 961—966, 968, 970, 972, 973, 977, 979, 980. 
ED, KK 962, 963, 973. 

C. K. ‚ 962964, 966, 968, 970—973, 975— 980. 

. D. O., 962, 968. 

Sinas 963— 966, 968—974, 976, 977, 979, 980. 

‚d. Wal & Verborgh, 961—966, 968, 970—980. 


Iets over de 3 middelevenredigen tussehen 2 gegeven 
lijnen. 


Construeer met de 2 ge- 
geven lijnen als evenwijdige 
zijden een gelijkbeenig tra- 
pezium, welks opstaande 
zijden — hun halve som; 
dan kan in en om dit tra- 
pezium een cirkel worden 
ij beschreven. 

Zij ABCD dit trapezium, 
waarvan we de gegeven lijnen AB en CD kortheidshalve door 
a en 5 zullen voorstellen, Nu is de lijn, die de middens der 
opstaande zijden van een trapezium verbindt, = hun halve 
som —= de rekenk, middelevenredige. Construeeren we den 
ingeschreven cirkel, dan ligt het middelpunt O op ’t midden 
van HJ, terwijl de straal — de halve hoogte van ’*t trapezium 
Laten we uit C de loodlijn CL neer op AB, dan is in den 


rechth. A CLB: CB=3 (a+); BL = (a —b), dus 





n= Viator dr=v 


== de meetk, middelevenr., 
Nu kan HJ geen middellijn zijn; immers dan moesten CB 
en AD raaklijnen in die punten wezen, en dus / OJB == 90°, 
wat onmogelijk is, daar HJ //AB loopt; HJ wordt dus door 
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den cirkel in 2 punten gesneden, waaruit volgt: HJ > EF; 
de rekenk, middelevenr. > de meetk. middelevenr. 
Laten we nu de loodlijnen uit O op de beenen neer, dan 


1 
zijn K en G de raakpunten, dus Cl = CG = ED = DK = 5% 


BEDE FA AK T 5D; daarom loopt KG // CD en is 
DC XGBHABXCGH ab „ 
COENEN Tt 

0 z(@+-6) 


dus de harmonisch middelevenredige; en daar KG: een koorde 

is in den cirkel, waarvan EF de middellijn, is KG { EF en 

hebben we: 

Rekenk. middelevenr. ) Meetk, middelevenr. > Harm, middelevenr. 
Ook is nog A MOGm A CLB, 


gelijk aan: 


dus : MG:CL == OG :CB 
of ook KG: CL = 20G: CB 
dus: Rek. m. : Meetk. m. — Meetk, m. : Harm. m. 


H. SiersMma JR. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


293. Herleid tot de som van twee vierkantswortels V’10-41 5. 
Herleid eveneens V84- 12 J-V3 — 1/2, 
(Sxirs Alg. vr. 2e st. $ XXIX, no. 7, 84.) B,D,O. 


Oplossing. 


We passen de methode toe, die in elk leerboek der algebra 
is te vinden. 

a, V1044vó=rvpdrvg, dus 

10 F4 5 =p tg +2 pg. 
pq =i0 en Wpg =d. 

(pd q)? = 100 en 4pg = 80, dus (p —qg)? — 20 en 
p—qg=2d Uit pg == 10 en p—g = WI volgt 
p=sdwöeng=i—1 vb, dus 

V10H45 =Vb rit. 


*) Zie o.a. KrarpER, Leerb. der Meetk. Vraagst, 257. 
De Vriend der Wiskunde. IX, 8 
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b. We brengen den gegeven vorm in ’t vierkant, herleiden 
de uitkomst en trekken hieruit weer den vierkantswortel. 


V3ir2JV3—-v2 *=6 2/7, dus de gegeven 


vorm = V6 42/1. 


294, De afstand van ’t zwaartepunt eens driehoeks tot eene 
lijn buiten den driehoek is het derde deel van de som 
der afstanden van de drie hoekpunten tot die lijn. Be- 
wijs. Hoe wordt de eigenschap, als de lijn den drie- 
hoek snijdt. 

(Sirs Meetk, vr. 533 en 534.) B. D. O0. 


Oplossing. 
Zij ABC de driehoek, Z het zwaartepunt en PQ de ge- 
geven lijn buiten den driehoek. Laat uit de hoekp. A, B en 
C en uit Z resp. de loodlijnen AA,, BB,, CO, en ZZ, op 


PQ neer. Verder de loodlijn DD, uit het midden van AB op 
PQ. Nu is gemakkelijk in te zien, dat we hebben 


AA, +BB, =2DD, en ZZ, = DD, + }(CC, — DD). 
Hieruit volgt 
2 t 1 1 1e 
ZL, = 5 DD; 5 OO ZA DL + 3 CC, 


Snijdt de lijn PQ den driehoek, zoo gaat de eigenschap 
nog door, mits men elke loodlijn, die aan den anderen kant 
van PQ ligt als het zwaartepunt, als negatief beschouwt. 
(Zie: Van Breen, Merkwaardige punten en lijnen in den 
vlakken driehoek, blz. 14 en 15.) 


295. Gegeven een driehoek, waarvan de hoogte en de basis 
onderling gelijk zijn. Construeer in dien driehoek een 
rechthoek , die eene gegeven lijn d tot diagonaal heeft, 
(Sarrs Meetk. vr. 830.) B. D. O0. 


Oplossing. 


Uit eene figuur ziet men gemakkelijk, dat de lengte en de 
breedte van den rechthoek samen zoo groot zijn als de hoogte 
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of de basis van den driehoek. Noemen we lengte en breedte 
van den rechthoek resp. w en y en de basis c,‚ dan hebben 
we dus op te lossen het stel vergelijkingen 
eiy==cCc en Val y= E 
Hebben we # en y gevonden, dan levert de constructie 
geene moeilijkheid op. 


296. Een in een cirkel beschreven veelhoek met gelijke hoeken 
is regelmatig, als het aantal zijden oneven is. Een om 
een cirkel beschreven veelhoek met gelijke zijden is 
regelmatig, als het aantal zijden oneven is. Bewijs, 
(Surrs Meetk. vr. 919 en 920.) B. D. O0. 


Oplossing. 


Zij b.v. ABCDE een ing. vijfhoek met gelijke hoeken. / D 
is een omtrekshoek en wordt gemeten door de helft van bg. EABC; 
ZE wordt evenzoo gemeten door de helft van bg. ABCD. 
Hieruit volgt, dat bg. EA == bg. CD. Op deze wijze blijkt, 
dat men, den cirkel rondgaande, telkens twee gelijke bogen 
heeft, als men één boog overspringt. Nu is ook gemakkelijk 
in te zien, dat alle bogen onderling gelijk zijn, als het aan- 
tal bogen oneven is. Zijn de bogen onderling gelijk, dan 
geldt dit ook voor de koorden en is de veelhoek regelmatig. 

Zij ABCDE een omgeschreven vijfhoek met gelijke zijden , 
M het middelpunt; verder de raakpunten, tusschen A en B 
te beginnen, resp. a, b, c, d, e. Nu is Dd = Dc en 
DE = DC, dus Ed —= Cc. Verder is Be = Ed en Cb = Co. 
Om de vierhoeken MdEe en MbCc kan een cirkel worden be- 
schreven. Door toepassing van de stelling van ProLemros 
vinden we nu gemakkelijk, dat de = be en verder uit de 
congruentie van de driehoeken Ede en Cbc, dat / B/C. 
We krijgen derhalve, den veelhoek rondgaande, telkens twee 
gelijke hoeken, als we één hoek overspringen. Van een 
veelhoek met een oneven aantal zijden zijn dus alle hoeken 
onderling gelijk en is deze veelhoek regelmatig. 
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Waartoe dient het voorstellen van getallen door letters? 


Onwillekeurig dacht ik aan bovenstaande vraag, toen ik 
inzage had genomen van de oplossing van opgave 935, voor- 
komende op bl. 277 van jaargang VIII (1893). 

De voordeelen, aan het gebruik van letters verbonden, zijn 
de volgende : 

1°. Door middel van letters kan men rekenkundige eigen- 
schappen zoo kort en duidelijk uitdrukken, als met geen woor- 
den is te bereiken. De gelijkheid a Xb —=b Xa bijv. geeft te 
kennen, dat een product niet verandert, als men de factoren 
ver wisselt, 

29, Het bewijs van eigenschappen uit de getallenleer wordt 
veel beter, bepaaldelijk veel algemeener, als men van letters 
gebruik maakt. 

3°, Berekeningen van ingewikkelden aard met groote getal- 
len laten zich meermalen vereenvoudigen, als men sommige 
getallen door letters voorstelt, de berekening verder op de ge- 
wone wijze uitvoert, en in de gevonden uitkomst de waarden 
substitueert, welke men aan de letters toekent. De uitkomst 
in letters kan dan tegelijk blijkbaar dienst doen voor ver- 
scheidene vraagstukken, die slechts verschillen in de grootte 
der bedoelde getallen. 

49, In verband met het voorgaande punt kan men, door 
letters te gebruiken, waarheden opsporen, die anders niet 
voor de hand liggen. Laat bijv. de rechthoekszijde van een 
gelijkbeenigen rechthoekigen driehoek zijn 5 dM., dan vindt 
men voor de hypotenusa 1” (25 J- 25) = 1/50 = 7,071... dM, 
Noemt men echter de lengte der rechthoekszijde a dM,, dan 
vindt men voor de hypotenusa yv” (a? +- 4%) =| 2a? = ar 2 dM, 
en nu blijkt van zelf, dat de hypotenusa van een gelijkbee- 
nigen rechthoekigen driehoek altijd gevonden wordt door de 
rechthoekszijde met v”2 == 1,414... te vermenigvuldigen (ver- 
gelijk hiermede punt 2 en 3). 

5°. Letters kunnen dienen, om de waarde van een of meer 
getallen, die gebonden zijn aan bepaalde voorwaarden, te 
vinden. Dit geeft, zooals bekend is, aanleiding tot de leer 
der vergelijkingen of stelkunde, 
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Keeren wij na deze herinnering terug tot de oplossing van 
n°. 935, waarin een stuk van a dM op een der beenen van 
een hoek van 45° wordt geprojecteerd op het andere been , 
deze projectie weer op het eerste been, enz., en de limiet ge- 
vraagd wordt, waartoe de som dier projecties nadert, een 
vraagstuk, dat, wat zijn aard betreft, bijna op elke hoogere 
burgerschool of gymnasium bij de leer der oneindige meet- 
kundige reeksen zal behandeld worden. Evenals de oplossers 
in „De Vriend der Wiskunde”, bepalen dan de meeste leer- 
lingen achtereenvolgens een aantal projecties: 

1 
2 
en leiden hieruit door vergelijking (! E af, dat deze getallen 
vormen een oneindige afdalende meetkundige reeks, waarvan 
dus de limiet der som is te bepalen volgens de formule 


—ar2, Fa, zr? 3 MOT enz, 


Nas Tr Zoodoende vindt men dan a (1 + v”2) decimeter. 


Is het nu niet beter, om zich al die moeite te besparen, en 
als volgt te redeneeren? Elke nieuwe loodlijn doet ontstaan 
een gelijkbeenigen rechthoekigen driehoek, waarin de hypote- 
nusa bekend is en de rechthoekszijde geraas wordt. Nu 
leert een eenvoudige meetkundige berekening, dat, als de 


hypotenusa a is, elke rechthoekszijde gelijk is aan ne. 


dat dus de rechthoekszijde gevonden wordt door de hypote- 
nusa met Ev? te vermenigvuldigen. In deze waarheid komt 
geene ME derin: welken driehoek men ook beschouwt. Elke 
nieuwe projectie is dus gelijk aan 5 v/2 maal de vorige, — 
krachtens de bepaling van meetkundige reeks heeft men dus 
te maken met een meetkundige reeks, waarvan 3 2 de reden 


js, en die blijkbaar afdalend is. Welke de eerste term is, 
is hier onverschillig, het eerste stuk a of de eerste projectie 


zat, Door dezo laatste te nemen, vindt men dan in het 


bedoelde geval tot limiet der som a(l +12). Zooals men zal 
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opmerken, is hier gebruik gemaakt van punt 3, boven be- 
sproken. Met hierop nog eens de aandacht te vestigen, 
meende ik aan enkele lezers geen ondienst te bewijzen. 


Alkmaar. W. EF, KorPPEscHaAaRr JR, 


Een paar eigenschappen van den G.G.D. en het K.G. V. 
van twee en meer dan twee getallen. 


Het is een bekende eigenschap, dat het product van twee 
getallen gelijk is aan het product van hun G.G.D. en hun 
K.G. V. Deze eigenschap laat zich echter uitbreiden tot meer 
dan twee getallen. We kunnen nam. zeggen dat het K. G. V, 
van twee getallen gelijk is aan hun product, gedeeld door hun 
G.G.D. We zullen nude volgende, hiermede overeenkomende 
stellingen bewijzen. 

Het K.G.V. van drie getallen is gelijk aan hun product *) 
gedeeld door het product van de G.G.D. twee aan twee en 
deze uitkomst vermenigvuldigd met den G.G, D. drie aan drie. 

Het K.G.V. van vier aetallen is gelijk aan hun product, 
gedeeld door het product van de G.G.D. twee aan twee, ver= 
menigvuldigd met het product der G.G.D. drie aan drie, 
gedeeld door den G.G.D. vier aan vier. 

Het K.G.V. van vijf getallen is gelijk aan hun product, 
gedeeld door het product van de G.G.D. twee aan twee, ver= 
menigvuldigd met het product der G.G.D. drie aan drie, 
gedeeld door het product der G.G.D. vier aan vier, verme- 
nigvuldigd met den G. G.D. vijf aan vijf. 

Het is hieruit duidelijk, hoe de eigenschap luidt voor 6 en 
meer getallen. We zullen thans het bewijs geven voor 4 ge- 
tallen. De lezer zal inzien, dat de gevolgde methode op een 
willekeurig aantal getallen van toepassing is. 

Zij a een ondeelbare factor, in de vier getallen voorkomende 
met de exponenten p,‚,q,r en senzĳpdgq>r>s. 


*) In navolging van den heer GRAVELAAR (zie Lrb. d. Rek. 
IS 47) zeggen we in plaats van gedurig pe eenvoudig 
product. 
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Noemen we de getallen A, B, C en D, dan komt A in het 
product voor met den exponent p + q Jr + s, in den G. G. D. 
van A en B, van A en C, van A en D, van B en C, van 
B en D en van C en D respectievelijk met de exponenten 
q, fr, 8) r‚s,s en dus in hun product met den exponent 
qH2rJ-3s. Verder komt a in den G.G.D. van A, Ben €, 
van A, Ben D, van A, C en Den van B, C en D respec- 
tievelijk voor met de exponenten 1, s,s en s en dus in hun 
product met den exponent r + 3s. Eindelijk heeft a in den 
G.G.D. van A,‚B,C en D tot exponent s. Zal de eigen- 
schap waar zijn, dan moet a dus in het K.G. V. voorkomen 
met den exponent 

phqtrts—(g tr 35) + (r +38) — S= Pp 
en aangezien dit juist is, is hiermede de eigenschap bewezen. 
Het is duidelijk, dat het bewijs op dezelfde wijze kan gege- 
ven worden voor meer dan 4 getallen. 

Op overeenkomstige wijze verkrijgt men de volgende stel- 
lingen. 

De G.G.D. van twee getallen is gelijk aan hun product 
gedeeld door hun K.G.V. 

De G.G.D. van drie getallen is gelijk aan hun product, 
gedeeld door het product der K.G.V. twee aan twee, ver- 
menigvuldigd met het K.G.V. drie aan drie. 

De G.G.D. van wier getallen is gelijk aan hun product, 
gedeeld door het product der K.G.V. twee aan twee , vere 
menigvuldigd met het product der K.G.V. drie aan drie, 
gedeeld dovr het K.G.V. vier aan vier. Enz. 

Het bewijs hiervan laten wij aan den lezer over. 

De vraag doet zich thans voor, of bovenstaande eigenschap- 
pen ook doorgaan door gebroken getallen. Om dit te onder- 
zoeken , bewijzen we eerst de volgende twee stellingen 

Het K.G. V. van eenige breuken is gelijk aan het K.G. V. 
van de tellers gedeeld door den G.G.,D. van de noemers. 

De G.G.D. van eenige breuken is gelijk aan den G.G. D. 
van de tellers gedeeld door het K.G.V. van de noemers. 


1. Laten 7 : - en : drie onvereenvoudigbare breuken zijn 
| ar Kes ORR 6 Ee 
en + hun K.G. V., dan zijn NEEN ZEN: zr 
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ze Ee en ge geheele getallen, zoodat T deelbaar moet zijn 


door a, c en e,‚ terwijl b, d en f deelbaar moeten zijn door 
N. En aangezien T zoo klein en N zoo groot mogelijk moet 


zijn, is T het K.G. V. van a, c en een N de G.G.D. van 


b, d en f. 


Tk! 


C e e . . 
2. Laten, < en 7 drie onvereenvoudigbare breuken zijn, 


aim Ve ATi 


5 jj : 
dan zijn, als N hun G.G.D. is, 5 


Ee ’ Ee en A A Geheals getallen. Hieruit volgt, dat 
T deelbaar is op a, cen een N deelbaar door 5, d en f. 
En daar T zoo groot mogelijk en N zoo klein mogelijk moet 
zijn, is T de G.G.D. der tellers en N het K.G.V. der 
noemers. 
Onderzoeken we thans, of de eigenschappen die voor ge- 
heele getallen gevonden zijn, ook voor breuken gelden. 
Voor twee breuken hebben we: 
KGV — K.G.V.tellers Product tellers: G.G.D. tellers _ 
“17 G.G.D. noemers Product noemers: K GV. noemers 
__ Product der breuken 
__G.G. D. der breuken’ 
De eigenschap gaat dus door voor twee breuken. 
Voor drie breuken hebben we: 
K.G. V. tellers 
den G. G. D. noemers 
_ (Product: Product G. G. D. 2 aan twee) x GG, D. 3 aan 3 
(Product : Product K. G. V. 2 aan 2) X K. G. V. 3 aan 3 
_ ___Producttellers Product G.G D. twee aan twee ) 
dd ( Product noemers “ Product K. G. V. twee aan twee 
G. G. D. tellers 3 aan 3 
4 KG. V. noemers 3 aan 3 
— (Product : Prodnet der G.G.D. twee aan twee) X G.G.D. 3 aan 3. 
Hieruit blijkt, dat de eigenschap ook waar is voor 3 breuken. 
Op dezelfde wijze kan men aantoonen, dat de eigenschappen 
voor een willekeurig aantal breuken doorgaan. 
M. v, Overeem, 


NEON RN 


of wel 











pe 
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Examen Opzichter 3e klasse Waterstaat, Ned, Indië 1892, 


Meetkunde, 

1. Bewijs, dat de som der vierkanten van de diagonalen 
van een trapezium gelijk is aan de som der vierkanten van 
de beenen vermeerderd met het dubbele produkt der even- 
wijdige zijden. 

2. Een driehoek te daden waarvan gegeven zijn de 
basis, de tophoek en de hoogte. 

3. Een fundeeringsput moet ter diepte van 2,70 M. wor- 
den ontgraven en in den bodem 12 M. in ’t vierkant zijn; de 
wanden moeten onder een helling van 1 op 1 worden afge- 
stoken, terwijl op de halve hoogte rondom een banket van 
0,75 M. breedte wordt gelaten. Hoeveel M?3 grond moet wor- 
den ontgraven. 

Kennis van gereedschappen en werktuigen. 

Beschrijf en verklaar de inrichting, opstelling en behande- 

ling van een’ vijzelmolen of dubbelwerkende zuig- en perspomp. 


Stelkunde. 

1. Los r op uit de vergelijking : 

en + 20. 

2. Im een gezelschap waren tweemaal dl mannen als 

vrouwen. Nadat 6 mannen en evenveel vrouwen waren ver- 

trokken, bleven 5 maal zooveel mannen als vrouwen over. 
Hoeveel mannen en vrouwen waren er in ’t gezelschap ? 


3, Herleid: Vl 2e — 2(a2— bt mn Ve —vy. 
Rekenen. 

1. Een werk is in 12 dagen afgemaakt door 25 werklie- 
den, die 7 uur per dag werken. In hoeveel dagen zou dat 
werk afgemaakt zijn door 21 werklieden, die 8 uur per dag 
werken? De krachten der eerstgenoemde werklieden verhou- 
den zich tot die der laatstgenoemden als 6 : 5. 

1 2D 
De 9 + dl TVN CT 

ETKA V60481729. 

ne (o, 375 ze 


Ta +6 











2, Bereken: 
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3. Op een veld, dat onder water stond, verdampte in een 
etmaal 354 M?* water. Zoo de hoogte, die in één etmaal ver- 
dampte, 10 mM, bedroeg, hoeveel bouws was dan dat veld 
groot ? 

Ontwerp. Waterbouwkunde, 

Een volledig ontwerp te maken van 10 strekkende M. kaai- 
muur en 10 str. M. houten beschoeiing langs een kanaal met 
vrij sterken stroom en in slappen bodem; taluds van het ka- 
naal 1 op 1. Het maaiveld als peil of nulvlak aannemende, 
ligt de bodem op 4 M.; het hoogste water op 1 M.; het 
laagste water op 3 M. en de vaste kleilaag op 7 M. Schaal 
1 à 50. Détails 1 à 20. 


Burgerlijke bouwkunde. 
Ontwerp een gemetselde brug- of sluiswachterswoning. 
Schaal 1 à 50. 
Begrooting van die woning. 


Werkdadige meetkunde. 


a. Een limbusrand is verdeeld in 5 graden van den bijbe- 


hoorenden nonius; beide tellen van rechts naar links. Indien 
nu de nulstreep (medegerekend) met een limbusstreep komt 
samen te vallen, welke is dan de aflezing? Verklaar waarop 
die aflezing berust ? 

b. Beschrijf het waterpasinstrument van Bekker & Buddingh 
of Trouchton en Linoir, Hoe toont men aan, dat het niveau 
ontregeld is? Waarop heeft men te letten bij het instellen 
van den kijker op een waterpasbaak, en hoe heeft men te 
handelen om zooveel mogelijk juiste aflezing te verkrijgen ? 

c. Ligt met een voorbeeld toe, hoe men het oppervlak be- 
rekent van een veelhoekig stuk land, dat men heeft opgeme- 
ten door middel van meetketting en equerre of eenig ander 
instrument, tot het meten van horizontale hoeken geschikt. 

Taal en stijl. 

Geef een volledige beschrijving van hetgeen vooraf moet 
gaan aan het opmaken van een deugdelijk ontwerp voor een 
brug voor gewoon verkeer in een’ grooten postweg op een 
punt, waar nog geen vaste brug over eene rivier bestaat. 
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Over machten van geheele getallen, waarvan de som 
der cijfers de wortel is. 


In het tientallig stelsel is 81 het eenige kwadraatgetal , dat 
de eigenschap bezit, dat de som zijner cijfers gelijk is aan 
zijn wortel, d. í. 

Onder de kubiekgetallen zijn er meer, die de elgenschap 
bezitten, dat de som hunner cijfers gelijk is aan hun kubiek- 
wortel. Bv. 

B512 == 85412 

B5832 =18=5J-8H3H- 2, 

B 17576 =26=1H7H5 76, 
P19683 =27=140H6H8F3, 

Ook onder de vierdemachtsgetallen komen er voor, die deze 
eigenschap bezitten. B.v. 

P240l == 72401, 

W234256 == 22 234256, 
PW 390625 = 2394064245, 
PW 614656 = 28614656, 

Ook treft men er onder de vijfdemachtsgetallen aan. Bv. 
B17210368 =2B=1HTH2H1HO0H3H6 8, 

P 52521875 35525285, 
B 60466176 = 36 =6H0H4H6 6176. 

Onder de eesdemachtsgetallen is me er geen bekend, dat 
deze eigenschap bezit. 

Onder de zevendemachtsgetallen heeft men : 

WZ 21512614111 == 3 == 24751261411, 
WU 52523350144 —= 34 = 52235044, 
7271818611107 = 43 = ke een aleen 


W 1174711139837 53 == en 


Onder de achtstemachtsgetallen ken ik geen getal, A en 
eigenschap heeft. 
Onder de negendemachtsgetallen heeft men : 
P45848500718449031 = 71 = 44584850407 
J-1H8H-4H4 49031, 
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Hoe zouden dergelijke getallen zonder werktuigelijk be- 
proeven te ontdekken zijn ? 


Eene getallen-eigenschap. 


Getallen , die gelijk zijn aan de som van de kwadraten van 
p opeenvolgende geheele getallen en tevens gelijk aan de som 
der kwadraten der p —1 getallen, die op het grootste der 
p getallen vorigen, 


Naar aanleiding van „Een eigenschap van het getal 365” 
op blz. 49 ben ik gaan onderzoeken, of er getallen zijn, die 
gelijk zijn aan de som van de kwadraten van p opeenvolgende 
geheele getallen en tevens gelijk aan de som van de kwadraten 
van de p — 1 getallen, die op het grootste der p getallen volgen. 

We hebben dan 2p —{ opeenvolgende getallen zóó te be- 
palen, dat de som van de kwadraten van de eerste p getallen 
gelijk is aan de som der kwadraten der overige getallen. 

Dit nu is niet zeer moeielijk. 

Stellen we het p-de getal —= a, dan moet 


ja ETD je — (p2) "Ha 22 Haijo? 
(ap ed a tp) aten)” 


zijn, waaruit gemakkelijk gevonden wordt, dat 
at = 4a X 2E 02) +W-D/ 


moet zijn, of 





1 
a? = 4a X5 (pl) Xp 


dus a == 2p (p—l). 
Door p RE = 2,3, 4,5, 6,.... te nemen, 
vinden we: 
25 3242 Ei 
365 —= 10211212? 13214? 


2030 == 21212221 232242 = 25262272 
7230 — 36° J37213821392J-402 == 412422432442 
19855 — 552562572582 H5I2H602 = 612 6226326424652, 
enz, W. MewveR. 
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EXAMENVRAAGSTUKKEN. 
Toelatings-examen Rijks Veeartsenijschool, 1893. 
Rekenkunde. 


3 
160 
van den inkoop. Had men 35 ct. per HL. meer bedongen, 


1. De winst op zekere partij bedraagt 72 gld, of het 


1 se 
dan zoo de winst m7 vr den verkoop zijn. Hoe groot was 


de partij ? 

2. A zet een kapitaal uit à 5°/, en nog een, dat 4000 
gld. grooter is à 4°/. Als hij nu van het laatste jaarlijks 
100 gld. intrest meer trekt dan van het eerste, vraagt men, 
hoe groot het eerste kapitaal is ? 

3. De som van deeler, deeltal en quotient is bij eene op- 
gaande deeling 79. Als de deeler 9 is, hoe vindt men dan 
deeltal en quotient ? 

4, Een wijnkooper heeft 50 L, wijn van 25 ct. en nog 
eenige liters van 60 ct. den liter. Hij giet dien wijn onder 
elkander en doet er 30 liter water bij. Als hij den wijn tegen 
50 et. verkoopt en 15,50 gld. wint, dan vraagt men de hoe- 
veelheid wijn van 60 ct. 

5. Van eene meetk. evenredigheid staan de termen der 
eerste reden tot elkaar als 3 : 4, Zoo de som der uiterste 
termen 82 en die der middelste 34,5 is, welke is dan de 
evenredigheid ? 

5. Twee kapitalen zijn samen 10000 gld. groot. Het aan- 


tal rijksd., dat het eene à Aj %, ’s jaars opbrengt, is 194 


minder dan het aantal gld., dat het andere opbrengt à En 


Hoe groot is ieder kapitaal ? 
Algebra. 


1, Vind « uit de vergelijking : 
841 ‚17 __ 232 Î 
pen dend 
B Tao IE He? 


2. Herleid: 
14 baat 
Bead a 353 


WE able xl, 


(Zie bl, 101) ; 





En 
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3, Drie personen kunnen zeker werk in fe week verrich- 


ten; als zij 't elk afzonderlijk maken, klimmen de tijden van 
A tot C in eene rekenk. reeks op, welker som 18 is. In hoe- 
veel tijd kan ieder ’t werk alleen doen ? 

4, Een kapitaal bedraagt met den interest op interest in 
twee jaren / 8820, en in vier jaren f 9724,05. Hoeveel was 
het in 3 jaren? Hoe groot was ’t kapitaal en hoe groot is 


t percent ? 
5. Bereken met behulp van een logarithmentafel : 
s 908250 
P17 


Vraagstukken Planimetrie. 


1. Op eene gegeven lijn als basis een rechthoekigen drie- 
hoek te beschrijven, zoodanig, dat het vierkant der schuine 
zijde gelijk is aan driemaal het vierkant der opstaande recht- 
hoekszijde. 

II. Hoe vindt men in het been BC van den gegeven hoek 
ABC een punt P, zoodat, indien men uit P de lijn PQ trekt, 
die met BC een hoek maakt gelijk aan een gegeven hoek K ' 
en het been AB in Q snijdt, de som der lijnen PQ en BQ 
gelijk zij aan eene gegevene lijn m ? 

IL. Wanneer van een vierhoek, in een cirkel beschreven, 
de verlengden der overstaande zijden elkander twee aan twee 
ontmoeten, en men dan de beide hoeken , onder welke deze 
ontmoeting plaats heeft, middendoor deelt, zullen de deel- 
lijnen elkander rechthoekig snijden. 

IV. Een cirkel is in een vierkant beschreven. Vereenigt 
men nu een der hoekpunten met een der raakpunten , dan zal 


5 dier lijn buiten en dier lijn binnen den cirkel liggen, Men 


vraagt het bewijs. 

V. Als men uit de hoekpunten van een gelijkzijdigen drie- 
hoek als middelpunten cirkels beschrijft, die elkander raken, 
hoe groot is dan de inhoud der kromlijnige figuur tussohen de 
cirkelomtrekken besloten, als de zijde des driehoek a M. is ? 

VL. Zoo in een geliĳjkbeenigen driehoek twee cirkels boven 
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elkaar beschreven zijn, die elkander raken zoodanig, dat de 
kleinste tevens de gelijke beenen, en de grootste de 3e zijde 
raakt, bepaal dan de lengte der zijden, wanneer gij nog weet, 
dat de stralen dier cirkels resp. 20 en 45 cM. lang zijn. 
(Zie: „Supplement”, 1894, bl. 67, Goniometrie, Trigono- 
metrie en Stereometrie.) 


Toelatings- en Overgangs-examen Ze Studiejaar Cursus 
Se Regiment Infanterie. 


24 Juli 1893. 
Rekenkunde. 


le Vraag (%/, uur). Drie kapitalen verhouden zich als de 


getallen 5 2 en en de tijden , gedurende welke zij uit- 


U 
‚2 0,3 
he 4 5 …. . … e 
staan als ie 5 3 terwijl de renten, die zij geven, in om- 


gekeerde reden staan als 4, 5 en 3. Men vraagt de verhou- 
ding der percenten te berekenen. 

2e Vraag (%/, uur). Bepaal 2 getallen, die op elkaar vol- 
gen en waarvan het kleinste door 4 en het grootste door 5 
deelbaar is. Hoeveel paren getallen , kleiner dan 500, vol- 
doen aan deze voorwaarden ? 

3e Vraag (3/, uur). Iemand koopt 2 stukken laken respec- 
tievelijk voor f 4,90 en f 5,20 den M., samen voor J 407. 
Beide stukken verkoopt hij voor f 5,80 den M., waardoor hij 
op het 2e stuk f 3 meer wint dan op het le. Hoe ‘groot was 
elk stuk ? 

4e Vraag (?/, uur). Van eene breuk verschillen teller en 


noemer 6. Vermeerdert men den teller met 2 en deelt men 


2 à 
den noemer door 3 dan verandert de waarde der breuk niet. 


€ 


Men vraagt te beredeneeren, met vermelding der eigenschap- 
pen, waarvan gebruik gemaakt wordt, hoe deze breuk wordt 
gevonden. 
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25 Juli 1893. 
Meetkunde. 


le Vraag (%/, uur). In een driehoek is de som van twee 
zijden grooter dan de derde en het verschil kleiner dan de 
derde zijde. Bewijs deze stellingen met vermelding van de 
eigenschappen, waarvan ge u bedient. 

2e Vraag (°/, uur). Wat is eene meetkundige plaats? Welke 
kent ge? Hoe bewijst men, dat eene figuur eene meetkundige 
plaats is? Toon aan, dat de basis van een gelijkbeenigen 
driehoek de meetkundige plaats is van de punten, wier som 
der afstanden tot de beenen gelijk is aan de hoogtelijn op een 
der beenen. | 

3e Vraag (°/, uur). Gegeven een driehoek ABC. Gevraagd 
eene rechte lijn PQ te trekken, evenwijdig aan de basis, die 
de verlengden der zijden AB en AC zoodanig snijdt in P en 
en Q, dat PQ gelijk is aan de som der verlengde stukken, 

4e Vraag (°/, uur). Wanneer men op de zijden eens recht- 
hoekigen driehoeks ABC, rechthoekig in B en welks schuine 
zijde het dubbele is der kleinste rechthoekszijde BC, gelijk- 
zijdige AA BCD, ABE en ACF beschrijft (die op de recht- 
hoekszijden binnen- en dien op de schuine zijde buitenwaarts) 
dan liggen de punten E en D en het midden der langste 
rechthoekszijde in ééne rechte, terwijl ook de punten F en E 
en het hoekpunt C in ééne rechte liggen. Bewijs. 


28 Juli 1893. 








Stelkunde. 
le Vraag (£/, uur). Los z op uit: 
Tr 23 
_— ( == Een Een 2 
Ran Te 7 Re ba — 2x? 


2e Vraag (*/, uur). Twee lichamen bewegen zich van 2 
punten A en B, welker afstand d Meter is, in dezelfde rich- 
ting. Het eerste legt in iedere tijdseenheid c Meter, het andere 
in dezelfde tijdseenheid p M. af. Wanneer en waar zullen beide 
lichamen bij elkaar zijn? Bespreek de uitkomst. 

3e Vraag (Ì/, uur). Vermenigvuldig (a+-1)r —2y en 
(a? —at1)a? —(a —1)ay Hy? met elkander zonder de 


Pa Ee 


Melman 


" EE PEN ETT | 


nde ak ten ademden eha esin ee vn rn 
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haakjes te verwijderen, en maak eene proef op die vermenig- 
vuldiging door eene deeling: 

4e Vraag (!/, uur). Onder welke voorwaarden is (a — 5)3 ; 
(a +6)? ; (a — b)? positief, negatief of nul ? 

Kan p? — q? wel negatief zijn ? 

Kies voor # en y in k 

(Eb) (ter terde) 

zoodanige getallenwaarden, dat het produkt nul wordt. 

5e Vraag (!l, uur). Een en ander over het invoeren en 


verduisteren van waarden bij vergelijkingen, toegelicht door 
eenvoudige voorbeelden. 


Mondeling ex. Akte Wiskunde L. O. 1893. 


Algebra. 

Het examen in dit onderdeel der wiskunde omvatte voor- 
namelijk grepen uit de theorie der wortelgrootheden , der ver- 
geliĳkingen en der onmeetbare getallen. Hier volgen eenige 
vragen : 

Noem eenige eigenschappen der wortelgrootheden. 


p p v 
Bewijs: pd a Xx BA sl / ab. 

p q p q 
Evenzoo / ) =| B a. 


De eig. a Xa’ = AEM voor onmeetbare getallen be- 
wijzen. 

Wat zijn onmeetbare getallen? Zijn er ook oneindig voort- 
loopende decimale getallen, die toch meetbaar zijn? Ter in- 


leiding van welk hoofdstuk der algebra is het noodzakelijk , 


m 


te bewijzen, dat de eig. a’ SE ew rft ook voor onmeet- 
IJ ’ 8 


bare getallen geldt ? Wat zijn logarithmen? Bewijs log. 5 == 


log. a — log. b. 
Hoeveel wortels heeft de vergelijking #° —1? Hoe bepaalt 
ge die wortels ? Hoeveel reëele, hoeveel imag. wortels zijn er 


bij ? Hoeveel imag. wortels heeft # == 1? 
De Vriend der Wiskunde. IX. 9 
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Welke eig. moeten bewezen worden, vóór kan worden over- 
gegaan tot het oplossen van vergel. van den 1sten graad met 
één onbekende? En dan welke nog, vóórdat de vergel. met 
twee onbekenden aan de beurt komen? Welke methoden van 
oplossing kent ge? Kan men altijd door middel van een dier 
methodes een stel waarden voor de onbekenden vinden? En 
altijd slechts één stel? Wanneer noemt men twee vergel. 
strijdig? Wanneer afhankelijk? Bewijs, dat twee afhank. 
vergel. een identieke, en dat twee strijdige vergel. een valsche 
vergel. opleveren. 


Meetkunde. 

Wat is een meetkundige plaats? Bepaal de meetk. plaats 
der punten, waarvoor het verschil van de kwadraten der af- 
standen tot twee gegeven punten constant is. Evenzoo de 
meetk. pl. der punten, waarvoor de afstanden tot twee gegeven 
punten een gegeven verhouding hebben. 

Gegeven cirkel M en punt A. Door A een lijn te trekken 
zoodat AB — BO. (Door algebraïsche analyse.) Nadat AB 
in den straal uitgedrukt was, moest worden aangegeven, op 
welke manier AB geconstrueerd moest worden. Welke grond- 
constructies kent ge? Op welke eig. berusten die? Nog een 
paar lijnen te construeeren. Wat is een regelm. veelh. ? Henige 
eigenschappen der regelm veelh. Verband tusschen zijde en 
diagonaal van den regelm. vijfhoek. Hoe verdeelt men een 


lijn in de uiterste en middelste reden? — Over het oppervl. 
en den omtrek des cirkels. — Bewijs, dat de verhouding 
oppervl.: 7? een constant getal is. (X) 


(Zie in het „Supplement, 1894, blz, 68, het vervolg: 
Stereometrie en Trigonometrie.) 


Schriftelijke opgaven Akte Wiskunde, Augustus 1893, 
Batavia. 
1. Stel- en Rekenkunde. 
1, Bereken door logarithmen (van logarithmen) : 


12345 2058 
ad 0,00072898°°°*. 
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2. Zoek drie op elkaar volgende getallen, waarvan het 
kleinste door 7, het middelste door 11 en het grootste door 
13 deelbaar is. 

3. Welke waarden van # voldoen aan de vergelijking: 

ot 14r? H57=8(5 — 4) 2. 

4, Toon aan, dat in de identieke vergelijking a +1v”’b =c+1-d, 
waarin a en c meetbaar en v’b en v/d onmeetbare getallen 
zijn, a=cen vb=rvd is. 

IK. Meetkunde. 

1. Wanneer men in het trapezium ABCD de beenen AD 
en BC verlengt, tot ze elkaar in E snijden en men trekt door 
het snijpunt F der diagonalen AC en BD de lijn EH, die 
AB in H en CD in G snijdt, dan heeft men FG x EH = EG x FH. 
Toon dit aan. | 

2. Als men in een regelmatigen vijfhoek de diagonalen 
trekt, ontstaat er binnen weer een regelmatige vijfhoek. Toon 
dit aan en bepaal de verhouding van de oppervlakten der 
vijf hoeken. 

3. De zijde van een ingeschreven regelmatigen twaalf hoek 
is p. Bepaal de oppervlakte van den omgeschreven regel- 
… matigen twaalf hoek. 

4. Uit een gegeven punt buiten een gegeven cirkel eene 


snijlijn te trekken, zoodanig, dat de afgesneden koorde : is 


van het stuk buiten den cirkel. (De geheele constructie in 
één figuur). 


GOEDE OPLOSSINGEN , 
der Opgaven 981—1000 zijn ingezonden door : 


B. Bakker, 981—983, 985, 986, 989—991, 993—996, 999. 
Hoekstra Sz., 981—983, 985—987, 989, 991—996. 

J. Jansen, 981— 983, 985, 986, 988 —1000. 

de Jongh, 981—983, 985, 988-991, 993995. 

C. K., 981—986, 989, 991—997, 999, 1000. 

D. O, 982, 983, 985, 986, 993—995, 

Simons, 981—983, 985—997. 

d, Wal & Verborgh, 981—983, 985, 986, 989—1000, 


SEEDS 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 981—1000. 


981. De m-de macht der som van twee getallen is grooter 
dan de m-de macht van het eerste getal, vermeerderd 
met #-maal het product der (m — 1)-ste macht van het 
eerste getal met het tweede. Bewijs dit. 

Oplossing. 
Als de eigenschap waar is voor de p-de macht, is zij nog 
waar voor de (p +-1)-ste macht. 
Bijaldien men heeft (a 4 b)f > a? L pa?! b 
leidt men er uit af, door de twee leden dezer ongelijkheid 
met (a Jb) te vermenigvuldigen 
act DEE) abide oP bepa bepalen 
ot er pt Dei 
en , destemeer, 
a PE PL Ep 41) aP5, 
hetgeen bewezen moest worden. 
Maar, als p = 2, weten we, dat men heeft 
(a + b)? ) a? H- 2ab; 
bijgevolg kan men krachtens het voorgaande schrijven 
(a +6)3 ) at H- 3425; 
maar dan kan men altijd om dezelfde reden nog schrijven 
(a 4-5) jat J-4a3b, 
en zoo vervolgens. 
Het is dus bewezen, dat men, wat m ook zij , heeft 
(Gli) a nes ma*—3 
de stelling is hiermede bewezen. 
Tweede oplossing. 
Brengen we (a J-b) tot de B macht, dan krijgen we: 


at zat parti ME En 


De m-de macht van de som van ds aon bestaat dus uit : 


Mm an—Î 


ad mX GERD + de som van nog andere termen en is dus 
grooter dan a mX bleh Xb, wat te bewijzen was. 
J, B, Bakker; C, pe Jonen; A. J. JANSEN; 
yv, D, WaL & VerBorGnH. 
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982, Opdat een getal een vierkant zij, is het noodig en ‘vol- 
doende, dat de exponenten van zijne priemfactoren even 
zijn. Bewijs dit. 


Oplossing. 
1°. De voorwaarde is noodig, want als 
Aen, 
a, 5, c‚... de priemfactoren van B en a, 2, y,... de 


exponenten van deze factoren voorstellen, heeft men 
Ama Ka eN, 
of Ama 
Daar A slechts op eene enkele manier onder dezen vorm 


kan worden voorgesteld, ziet men, dat de exponenten van zijne 
priemfactoren even zijn. 


29, De voorwaarde is voldoende. Want als 
A een 
heeft men 
LEE SAE PCH ONE eraa 


Hiermede is de eigenschap bewezen. 


983. Als verscheidene verhoudingen ongelijk zijn, is de ver- 
houding, die tot teller heeft de som der tellers en tot 
noemer de som der noemers van deze verhoudingen, 
begrepen tusschen de kleinste en de grootste dezer ver- 
houdingen. 


Oplossing. 


Stellen we. de ongelijke verhoudingen, gerangschikt naar 
hare toenemende grootte, door 


q 
dy 4, ds n 


bib ne b 
en hare respectievelijke waarden door 
Yun Ar Agaereen Y 


voor. Men heeft nu 


’ 


a, =b191 
a, = 019» 
as =b33 
' ie en e 
Vervangen we de getallen g, , 93 ‚---«, q, door het kleinere 


getal q,, dan verminderen we de tweede leden der overeen- 
komstige gelijkheden en kunnen we schrijven 

a, =bi91 

a, ) Data 

ad, ) 0391 


waaruit volgt door lid voor lid op te tellen 

Uy F Aa +43 Heee a D(bi tbs tbh +b) 94 
a, Ha, +4, teert 
HED FE Fe tb, 

ze aj Ha Hay teek d, a, 

EE BFR FR er) Nn 


Vervangen we de getallen q,, Qs , Q3 .--- dE door het 


en 


grootere getal 05 dan worden de tweede leden der overeen- 
komstige gelijkheden grooter en kunnen we schrijven 
a, < big, 
a, < bag, 
da & bs0, 
Neen nk 
Gd 
waaruit volgt door lid voor lid op te tellen 
Ayr Oat ba here AK (Dr Hr Oa tr Daten EOS 
a, Ha, +4, Leta, 
DFD Hb tt, 


en 


185 


a, Ja, + 43 Jer Ha 0 
De Ee ED 
Ee 

zoodat ak RDR Fb, <5 


wat bewezen moest worden. 


Aa | 


TiD 


n 
’ 


984. Een koopman ontvangt uit Liverpool goederen ter waarde 
van £ 675, korting 1°/,, onkosten van inkoop en ver- 
zending 5°/, van het bedrag der factuur. Hoeveel be- 
draagt de verkoop dezer goederen, als hij op den ver- 
koop 3°/, onkosten heeft, 10°/, winst wil genieten en 
1 £ met f 12,05 betaalt ? 

Oplossing. 

De eenvoudigste oplossing verkrijgt men door den ketting- 
regel toe to passen. De 3 °/, onkosten op den verkoop hebben 
betrekking op het bruto verkoopsbedrag. f 100 van het bruto- 
provenu komt dus overeen met f 97 van het netto-provenu. 
Men heeft dus 

Bruto-provenu fr —=6715 £ inkoop 


£ inkoop 1005 99 £ „ met korting 
beenses “met korting 100.105 £ „ __„ onkosten 
ENEN an onkosten, 1 — 12,05 gids 5 om en 

Gld. „ 7 = 100 = 110 gld. netto-provenu 
Gld. netto-provenu 97 =100 gld. bruto-provenu 


z=—f 9588,18 
Tweede oplossing. 


Inkoop . ERA À … £ 675. 
ONO Desvres dte da Ee RN 615. — 
£ 668. 5— 


Factuur bedrag . 


Onkosten bij inkoop en nt 5e), m3 OD 
Er TORI S 





AR On mrnie Arorte f. f 845503 
BEONE EEN bo nt NNT tE nT SLOOM 
Netto-provenu . . ‚ … … f 9300,53 
Onkosten bij verkoop 3 van 97 nd ro KN 380 0D 
Bruto-provenu … . .» iens enof 9588,18 


(Hiermede komt overeen de Onl van B. C. K.) 
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985. Vier termen van eene rekenkundige reeks , namelijk de 
eerste, tweede, vijfde en laatste term, vormen eene meet- 
kundige reeks, wier som 80 is. ‘Wat is de som van alle 
termen der rekenkundige reeks? (Van een examen.) 

Oplossing. 
Zij de rekenk. reeks 
aado, ad, ad 3p, a H Aw, enz... ad (n —1) wv, 
waarin a den len term, v het verschil en „ het aantal termen 
voorstelt, dan vormen a, a +-v, a 4v en a +4 (n — 1)v eene 
meetk reeks. 


adv ad4v 5 Ker da 
Dus BEN of a? J- 2av Fo? —= a? J4aw, 


vie 240: 0; 
v(v — 24) = 0, 





dus v =0 of v — 24. 
Voor v —0 zouden alle termen der rekenk. reeks even groot 
zijn , derhalve is v— 2a en de rekenk. reeks 
a, 3a, 5a, Ta, Ja... (An — Da. 
De som van den len, 2en, 5en en laatsten term —= 
— 13a + (2n —1) a — 124 J- 2na—=80, 
dus 6a + na— 40. 
De meetk, reeks is a, 3a, Ja, (2 —1) a, 
dus a(2n — 1) a = 34 X Ja 
of 2a'n — a? = 2742, of Wn —1 =27 
en „== 14. 
Dus 6a J- 14a == 40, en a =2. 
De laatste term — (2n —l)a—=21X2=54 en de som 


van al de termen der rekenkundige reeks (54 + 2) x Ee — 392, 


Neemt men voor de rekenk. reeks a, a—v, a — 2, enz., 
dan bekomt men hetzelfde antwoord. 
V. D. War en VerBoren. 


986. De eerste term van eene rekenkundige reeks, wier ver- 
schil 1 is, is tweemaal zoo groot als de eerste term van 
eene meetkundige reeks; de derde termen zijn in beide 
reeksen gelijk; de vijfde term van de rekenkundige reeks 
is 10 minder dan de vijfde term in de meetkundige. 
Bereken den zevenden term van elke reeks. (Ex. vrgst.) 


Rd 
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Oplossing. 


Zijn de termen van de rekenk. reeks 
2a, 2aH-1, 24 J-2, 2a +3, 2a H- 4, enz. 
dan is de le term der meetk, reeks a, de 3e term 2a +2 en 
de 5de term 2a + 14. / 
In eene meetk. reeks is het vierkant van den 3-en term == het 
product van den 1l-en en den 5-en term 


dus (2a + 2)? == a (2a + 14) 
of da? J-8a J- 4 = 242 + 14a 
at —3aJ-2 =0 
waaruit a ea 0fnT. 
De 7de term van de rekenk. reeks — 2a + 6 
De 7de term „ „ meetk. reeks = A (want 3e t. maal 


te t‚ = Se t. maal 5e term). 

Voor a = 2, is de 7de term der rekenk. reeks == 2a J- 6 == 10 

(Gast l4)AN Tee 
oan 54. 

„ 4az=1,, , Tdeterm „ rekenk. reeks = 2a J- 6 = 8 

(2a+14)? Le 
Dan = 64, 


V. D. War & BN 


een» dde term … méetk: reekgi= 


enor nd de.term” … meetk. rooks. == 


Anders. 


De rekenkundige reeks zij : 
a,atl,at-2,at3,a-4, enz. 
Dan is de meetkundige: 


1 1 1 
ar, zart, sar, „art, enz. 


he 5 5 5 


1 
2 2 
Gegeven is nu: 


1 
ati=gzar on m0 et. 4 





2 
tE? part zat 4 
—q 
2 





| 2 
Heli part zat 4 
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1 
U 


2 
Oe (E zat 14 
2 2 
2 


of ar dada? Ta 


en a? — 6aJ-8 =0 
az=3tE 0-8 
dd r0in2 


6 4 
dus 7 = Vs of vs 


Ce pim VD 1E 
De zevende term der meetkundige reeks is dus: 
1 
3 
En de zevende term der rekenkundige reeks is: 
4610 of: 268. 
E. C. K ; J. W. BAKKER. 


X4X(13)e= 54 of: FXX =d, 


Tweede oplossing. 


Zijn de termen der rekenk. reeks 
2a, 2a — 1, 2a — 2, 2a —3, 2a — 4, enz, 
dan is de le term der meetk. recks 
a, de 3de term 2a — 2 en de 5de term 2a + 6. 
Nu moeten we hebben 

(2a — 2)? =a(2a 6) 
Aa? — 8a J- 4 = 24? + 6a 

a? — Tad-2=0 


1 
waaruit (le Er 5 v4l 
De 7de term v/d. rekenk. reeks —= 2a — 6 


(2a +6)? 


De 7de term v/d. meetk, reeks == 
2a —2 


1 6 
Voor a = £ LL gv4l, is 


de 7de term der rekenk. reeks = 1 +1” 41 en 
_ de 7de term der meetk. reeks == 
(20 (18 rd rn 
Set 
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erk 1 à 
Voor e=z art, is 


de 7de term der rekenk. reeks —= 2a — 6 =1 —v-41 en 
de 7de term der meetk. reeks == 
(2a 4-6)? _ (13 —v/41) 





rg en 
Derhalve: 

De 7e term der rekenk. reeks == 10. 

De 7e term der meetk. reeks —= 54. 

De 7e term der rekenk. reeks == 8. 

De 7e term der meetk. reeks == 64. 

De 7e term der rekenk. reeks == 1 +141. 
De Te term der meetk. reeks = 15141. 
De 7e term der rekenk. reeks <= 1—1/41. 
De 7e term der meetk. reeks = 1 —5rv/4l. 


v. D. War & VERBORGH,. 


987. Men vraagt x op le lossen uit de vergelijking 
xs +(bva—vx)t art =(b— 0) Jr — a. 
S. pr Gastr Jz. 


Oplossing. 
me J(bva—rve3)t — ar? =(b a) Jet —a 


oe Ja? (ba)! — art =(b—-rt Hr —a 
(ze — at) + (ba) (re? —1)—a? (2? —1)=0 


rj’ + (b — 2)? —al ze 0 


dus Peko Ì 
en zt (b—a)t —a—=0 
zi bt — 4b3r J 6b222 — 4ba3 Jot —a=0 
2a4 — 43 + 6b2p? — 4p3 J bi —a=0 


ot — 2b3e + 3b2o? — brt + : (b* — a) =0 
(aA — 23e bot) J-UBtar — Bea + ke en 


(z? — bz)? t 282 (@° — be) + 5 Kgs —q)=0 
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Peet Viet Je) 
eid 2 Vinne Vlot bt +0) 
1 
=d eV one Vie te En Vi (bt a) 


=ib + VS 3h2 4 VBbE 160. 


Men vindt dus 6 wortels. 





I 





988. Leid uit no. 641 (zie bl. 15) af, dat de vorm: 


(e— Ĳ) br Ĳ) (a Ee 1) EN (ze En ĳ) 
deelbaar is door : 
zl) (e? —1)(e3 —1)...… (Even 1). 
(N. L. W. A. Graveraar, Vrgst. m. d. antw. b. ’t Ib. d. alg. 
643 ) H. SrersMa. 


Oplossing. 


Schrijven we in no. 641 (bl. 15) den term op, waarina 
voorkomt, dan vinden we: 


n-m+1 n-m+2 n 


(a — 1) (a sien LJ AD (a —1) pnt m 
(ameda ae ) RA (a — 1) 
Daar nu alle coëff, in de ontwikkeling van ’t gedurig product : 
(1 Har) (1 + a?o) (1 +- 43e)... (1 H- ae) 
geheele vormen zijn , is ook 
(AR Ĳ) (à n-m+2 RET ba Le D 
(a —1) (a se (a — I) 


geheel , d.i. de teller is deelbaar door den noemer. 
H. Srersma JR. 


989. Welke waarden hebben de onbekenden in de vergelijkingen 
u? + uy Jy? 7 
rr ine aren x.y =9, 
rn + 2 
(Ecer en Nieuwaurs, zen Alg. II, bl. 43, no. 22.) 
J. C. Eeen. 
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Oplossing. 
Schrijft men de eerste vergel. als eene evenredigheid 
et Hay dy?) (et — ay dg?) =7:3 
en past men hierop toe de eigenschap : 
De som der termen van de eerste reden staat tot hun ver- 
schil, gelijk enz., dan verkrijgt men : 
(222 + 24°): Wy =10:4 
of de voorgaande door 2 deelende: 
(@2 H- 42): =5 145 
nu nogmaals de vorige eigenschap toepassende, 
(ry: p= 1 
of na worteltrekking 
(edy): (ey) =k3r1 


waaruit edy == tE(3x — 34) 
of Ay = 2 of 4x = 2y 
* == 2y (4) wird (De 
Door overbrenging van (a) in de tweede vergel. 
Dd 
waaruit im 5 L6 
en PG 
en door overbrenging van (b) in de tweede vergel. 
92 =9 
eten 
Od 
De verschillende waarden zijn dus 
ave 2 == 6 Pak o=—Î 
1 1 
dank ng == 2 
welke waarden alle voldoen. | J. C. Eazrr. 


Tweede oplossing. 
Belt HAT | 
TE a Vermeerderen we den noemer met 324 
en den teller met zy, dan blijft de waarde onveranderd. 
or 8ry dy? OAD ed 
ke Fay Terp 
Say es 
egt 3 








zoodat 
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Verminderen we den noemer met xy en den teller met 2 Ty 
dan blijft de waarde eveneens dezelfde. 


1 2 
AN 2 En 
alpa dy 5 


7 
Re 22 — ay + y? ien) 78 
1 
5 Uy 
8 2 
zoodat (e=)? EN 


Uit de twee verkregen vergelijkingen volgt nu: 
(249)? :(r—y) =I of (edy): y= tEs. 
waaruit AO ; Y. 
Verder geheel als boven. M. Sroxs. 
„i°g 3x 
990. De logarithmische vergelijking „log 2e = 


op te lossen. (Akte-ex. Wisk. L, O. 1893.) 


Oplossing. 
„08 3z 
ia =ö 
9,108 oz 
„log dz 
Tog? — | 
„log 2 


log 3x log 3 + log z 
© 2°83 + log „log 3 — log 2 


gleg2e log 2 Hlogz 


„log 3 — log 2 ne „ig 1,5 =10. *) 
log 1,5. log = log 10 = 1. 
log . log 1,5 + log. log # — log. log 10 — 0. 
log 1,5 = 0,17609138, log. log . 1,5 — 9,2457379 — 10 
dus 9,2457379 — 10 + log. log x= 0 
of log .log # — 0,7542621 
log # = 5,6788723 
v =—= 477388,9. 
J, B, BAKKER. 
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*) Anders. Em OBE 10 
1 pn 1 
log 3 —log 2 ” 0,1760913 
log log # —= 0 — (9,2457379 — 10) = 0,7542621 
enz. als boven. v. D. War & VerBORGH. 
Sommigen bekwamen voor rz een ander antwoord doordat 
zij een kleine log. tafel gebruikten. 


(log 3 — log 2) loge =1l, loge = 


991. Te bewijzen, dat 


(2a Ee en c)13 en |(2a)'s — (35) 13 ES | 
deelbaar is door 13. (Akte-ex. Wisk. L. O. 1893.) 


Oplossing. 
13 
2a + (3b — c) | 


= (2a)1° Ee (2a)1 (BD —e) 4 SE IBD — 0) + 


se E de en en ren a 
ONZ irene (35 — c)15… 

Ontwikkelen we aldus (2a +3b —c)!3, dan zien we, dat 
alle termen der ontwikkeling eenen coëfficient voor zich krij: 
gen, die door 13 deelbaar is, behalve de fe en de laatste 
term : (24)!3 en (3b — c)!3. 

Dus is (2a 4 36 — c)!? = een 13-voud + (24)!? + (3b — c){3, 
Nuis (3b — c)13 — (35) 13 — tt e+ C En En a (36)! te Cc — 


nl la: Ll (BÌ)toes + 18. lj 0 aid dent es 
== 13-voud + (35) 13 — cl3. 
Dus is (2a + 3b — c)!3 
== een 13-voud + (24)!3 + een 13-voud + (36) 13 — cl 
z= een 13-voud + (24)!3 J- (3b)13 — cl? 


en (2a + 3b — c)!3 — |(24)13 + (35)!? — cl} = 13-voud. 


(Za J- 3b — c)13 = 








C. pe Jonan; vAN DER WaL & VERBORGH, 


144 


Tweede oplossing. 


Wijl het product van „ opeenvolgende getallen steeds deel- 
baar is door het product der getallen van 1 tot #, zijn in de 


ontwikkeling der macht (ab) , als » een geheel getal is, 
alle coëfficienten geheele getallen. 
Is „» een priemgetal, dan is het onderling ondeelbaar met 
alle getallen kleiner dan #». In het produkt 
n(n —1)(n —2)....(n — p) 
dat deelbaar is door 1 X2X3X....(p +1) is dus » onder- 
ling ondeelbaar met dien deeler. Bijgevolg is 


(n — 1) (n — 2)... (n — p) 
n(n — In — 2)... (n —p) 


deelbaar door (p+- 1)! en is TX ae Aen een 
veelvoud van „. Voor „== priem zal dus 
(atb) —(a +5) een n-voud zijn. 

Passen we dit toe op (2a + 3b — c)!3 — |2a + 36) —c kà 
dan is, wijl 13 een ondeelbaar getal is, 

|2a + 30) a [te (2a + 35)!s— cls |= een 13-voud. 

Evenzoo 

(2a + 35)13 — Jeon L (35)!s En een 13-voud. 

Hieruit volgt nu, dat 

| 2a Je 3D —e| 13 | (2a)12-(36) 12 — c13 deelbaar is door 13, 


M. Simons. 





992. Hoe groot is een kapitaal, dat, tegen 5 °/, rente, in 
twaalf jaarlijksche termijnen betaald wordt (met aflos- 
sing der samengestelde interest) als de eerste termijn 


J 1000 is en elke termijn 7 der vorige grooter is dan 
die vorige? (Akte-ex. Wisk. L. O. 1893.) 
Oplossing. 


De termijnen, waarin de schuld wordt afgelost, zijn resp. 
f 1000; 1,1 x f 1000; 1,12 x f 1000 ;.,.. 1,111 x f 1000. 
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Zij vormen, berekend tegen een rente van 5°/,, na 12 
jaren een waarde van 
(LOSTE 1,1 Xx 1,0510 J,... + 1,111) X f 1000 
—= (1,112 — 1,0512) x f 20000. 
In die 12 jaar zou de schuld een waarde verkrijgen van 
1,051? x K, Derhalve is 
1,051? x K = (1,112 — 1,0512) X f 20000 en dus 
t Kapitaal = (1,112 — 1,0512): 1,0512 x f 20000 — f 14951,9. 
P. Hoekstra; M. Srmons. 


Tweede oplossing. 


De contante waarden der termijnen vormen de reeks 
f 1000 1,1 xf 1000 1,111 x f 1000 
1,05” BOB MEDE AET 05 12 

Hiervan is de som gelijk aan 


NA LL 
rien maden roe) GAO 
ALi — 1,0512 110) 12 É 
(rr ) f20000 =| ( zo) —1{ xf20000 
= f 14951,9. 


B. K.; A.J. Jansen; vp. War & Versoren ; M. Srmons. 


993. Een A te construeeren, waarvan gegeven is / A — 1142, 
ZB=—=836% en de som der hoogtelijnen, getrokken uit 
A en B op de overstaande zijden —= 12. 
(Akte-ex, Wisk. L, O. 1893.) 


Oplossing. 


Zij A ABC de gevraagde A, waarin / A == 114°, / B = 36° 
Ond ussen 309, 

Zijn AD en BE de hoogtelijnen uit A en B op de over- 
staande zijden neergelaten, dan is gegeven: BE + AD = 12. 


Omdat / C aa is BE; BC en AD — 3 AC. 


Dus zBC +5 AC =12 en BC J- AC = 24, 


Om A ABC te construeeren, construeeren we een driehoek 
abe gelijkvormig met den Bet: 
De Vriend der Wiskunde, IX. 10 
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We construeeren een hoek c— 30°, door van een’ willekeu- 
_ rigen geconstrueerden geliĳkzijdigen driehoek een der hoeken 
middendoor te deelen, vervolgens een’ hoek 5 == 36°, door in 
een cirkel een regelm. tienhoek te eonstrueeren (zijde regelm. 


10-hoek — grootste stuk van den in uiterste en middelste 
reden verdeelden straal). De middelpuntshoek van een regelm. 
10-hoek —= 36° Aan de uiteinden van een willekeurige lijn 


c eonstrueeren we aan denzelfden kant de hoeken b en c 
respectievelijk van 36° en 30° Door verlenging van ca en ba 
ontstaat dan A abc wm A ABC, die gevraagd wordt. 

Zij nu be +ae—=p, ab =g, dan hebben we, daar van 
den gevraagden driehoek BC + AC = 24 is: 

p:24=g: AB. 

AB is dus de 4e evenredige tot p, 24 en g. 

AB is dus bekend, en A ABC nu te construeeren. 

Constructie, Zet AB uit. Construeer in het uiteinde B 
een hoek van 36°. Maak het been BD van dien hoek — 24 
== BC + AC, 

Construeer in D een / CDA van 15°. Het been DA van 
dezen hoek ontmoet BA ergens in A. Construeer een / DAC 
van 15° en nu is A BAC de gevraagde A. 

Bewijs. Daar / D= DAC =15° is A DCA gelijkbeenig 
en DC—=AC. Dus BC + AC = BD = 24, 

L-.BCA == 4D JZ DAC == 807 ts BS 

dus L BAC =180° — 30° — 36’ == 1140, 

A ABC bezit dus de gegevens van het vraagstuk , zeodat 
hij de gevraagde is. 

v. D. War & VerBoren; C. pe Jonen; P. HoeEKSTRA; 
BD, 05 BC Rn 


Tweede oplossing. 


Zij in -ABGHZ G-= 1149, z B 86°.dan is LH 80% 
Laat uit B en G de loodlijnen Bl en GJ op de overstaande 
zijden HG en BH neer. Neem op het verlengde der loodlijn 
BI een stuk IK gelijk aan de loodlijn GJ, dan is BK —= BIJ GJ. 
Trek nu GK. Neem op BK een stuk BF —= 12 (d. i. gelijk 
aan de som der hoogtelijnen uit A en B op AC en BC neer- 
gelaten), trek uit F evenwijdig aan GK eene rechte, die BG 
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in A snijdt, en uit A eene rechte evenwijdig aan GH, die BH 
in C snijdt, dan is A BAC de gevraagde A. 

Bewijs. Omdat A BAC en A BGH den / B gemeen 
hebben, AC//GH is, is / BAC —=/ BGH = 114? en / C = 
LH=30°. Dus A BAC» A BGH. 

Hieruit volgt, als AB en BD de loodlijnen in A ABC zijn, dat 

BA:BG=BD:BI == AE: GJ 
of BA:BG =(BD +AE):(BI4-GJ) . . . (1) 
Verder is A BAF « A BGK, dus 
BABGEIDE : BIE eden oee 2 
Uit (1) en (2) volgt nu , dat 
BF: BK —=(BD + AE) : (BI +4 GJ) 
Hierin is BK — BI + GJ, dusik ook BF —= BD + AE —= 12, 


994. Bepaal een punt zóó, dat uit dat punt een lijn van ge- 
geven lengte onder een gegeven hoek gezien wordt, en 
dat tevens de afstanden van dat punt tot de uiteinden 
der lijn een gegeven verhouding hebben. 

(Akte-ex. Wisk. L. O, 1893) 


Oplossing. 


Laat AB de gegeven lijn wezen, dan moet er op AB als 
basis een A geconstrueerd worden, waarvan men den tophoek 
en de verhouding der opstaande zijden weet. 

Construeert men nu een A DEF zóó, dat / E aan den ge- 
geven hoek gelijk is en DE: EF gelijk is aan de gegeven ver- 
houding, dan is A DEF @ met den gevraagden A. 

Plaats nu A DEF zoo, dat F in B valt en DF langs AB. 
Verleng BE door B en trek .uit A een lijn // DE. Waar deze 
lijn het verlengde van BE in C snijdt, is het gevraagde punt C. 

Had men A DEF zoo geplaatst, dat D in B viel, dan zou 
men, op dezelfde wijze, een tweede punt verkregen hebben, 
dat evenzeer voldoet. Doet men hetzelfde aan de andere zijde 
van AB, dan vindt men nog 2 punten, waaruit men AB onder 
den gegeven / ziet. De constructie is altijd mogelijk, mits-de 
gegeven hoek niet > 180° zij. 

J, B, BAKKER, 
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Tweede oplossing. 


Beschrijf op de gegeven lijn AB een cirkelsegment ACB, dat 
den gegeven / P bevat. Boog ACB is dan de meetkundige plaats 
der punten, waaronder men AB onder den gegeven / P ziet. 

Verdeel AB in D in de gegeven verhouding en trek uit het 
midden E van den boog, die ’t segment ACB tot een cirkel 
voltooit, eene rechte ED, welke verlengd, boog ACB in P 
snijdt. P is dan het gevraagde punt *). 

Bewijs. In A APB is / P == den gegeven / , PD is de 
bissectrix van den tophoek, zoodat PA : PB = AD: BD (—= ge: 
geven verhouding). 

Als AD >) BD is, kan men door het grootste stuk van B 
uit op BA te nemen, op dezelfde wijze nog een tweede punt 
P, vinden, dat voldoet. 

‚Voert men dezelfde constructie aan den anderen kant van 
AB uit, dan vindt men eveneens 2 punten. In het geheel 
zijn er dus 4 punten welke voldoen. 


*) Men kan ook op AB als basis een A ABM, waarvan de 
opstaande zijden AM en BM zich als de gegeven verhouding 
verhouden, construeeren, diens tophoek met zijn buitenhoek 
middendoordeelen door MN en MO, op NO als middellijn een 
cirkel beschrijven, dan zal deze cirkel de meetkundige plaats 
zijn der punten, wier afstanden tot A en B zich verhouden 
als AM : BM. Het snijpunt van dezen cirkel NMO met het 
cirkelsegment ACB zal het gevraagde punt P zijn. Men vindt 
nu ook 4 punten. 

Als AM:BM == 1, d. i, als AM —= BM, dan zijn er 2 pun- 
ten welke voldoen. 


995 Laat men uit een punt van den omgeschreven cirkel eens 
vierhoeks loodlijnen op de zijden neer, dan is het pro- 
duet der loodlijnen op een paar overstaande zijden gelijk 
aan het product der loodlijnen op het andere paar. Te 
bewijzen. (Akte-ex. Wisk. L. O, 1893.) (No. 359.) 

Oplossing. 
Zij ABCD de vierhoek met zijn omgeschreven cirkel M; 

P het punt op den omtrek, waaruit loodlijnen PE, PF, PG 
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en PH op de zijden AB, BC, CD en AD zijn neergelaten. 
We moeten nu bewijzen, dat 
EN PGE pH 
We verbinden daartoe P met de vier hoekpunten A, B, C 
en Ds; dan ontstaan verschillende paren gelijkvormige recht- 
hoekige A A. Zoo is \ APE A CPF, en A APH « A OPG. 
Immers zij hebben alle een rechten hoek en 


EREA Ee / POF — 5 bg BAP, L PAH = / PCG — ; bg PD, 


Wij hebben dus PE: PF —=PH:PG—=PA:PC, waaruit 
EE POES Re 
NB. We hadden ook de twee paren AA BPF en DPG, 
BPE en DPA kunnen gebruiken. 
A, J. Jansen; B. D. O.; P. Horrsrra; M. Srmons. 
Tweede oplossing. 
Vereenigen we E met F en G met H, dan is 
LGPH=/ EPF —=/ ADC == suppl. GDH = suppl. ABC, 
ter wijl REOHSS EEN SS /APDH =Z2APBE: 
Dus GH oo APEK zoodát PE:PE == PH:PG, 
waaruit DGR PH 
J. B. Bakker; M. Simons, 
Derde oplossing. 
Uit de stelling I= abc: 4R, volgt dat 
in APAB: PE—=PA xPB:2R 
in APBC: PF —=PB XPC:2R 
DEAR EOD GEO ED 2 
AED Ars Ed SEDAN 


Hieruit blijkt nu, dat 
PE X PG —= PF X PH Ee 


(De Vriend der Wiskunde, IV, no. 359.) M. Sraons. 





996. In een trapezium, dat om en in een cirkel kan beschre- 
ven worden , heeft men een cirkel getrokken. Wanneer 
men de raakpunten van den cirkel met de niet evenwij- 
dige zijden door een lijn verbindt, dan is die lijn har- 
monisch middelevenredig tusschen de evenwijdige zijden, 
Bewijs dit. p. J. M, 
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Omdat het trapezium een 
koordenvierhoek moet zijn, 
zal het gelijkbeenig moeten 
zijn, dus AB —=CD. Dewijl 
het ook een tangentenvier- 
hoek is zal: 

AB+CD =2AB—=AD+BO 


zijn, of AB —À (AD + BC). 


Trek BK //CD, dan is de: 
\ driehoek ABK gelijkbeenig en 
JS AK =AD— BC. Laat uit 
 Bdelijn BL | op AK vallen, 


dan is AL —= 5 (AD — BO). Nu is: 





BL —= VAB? — AL? — vi (AD + BC)? — 7 (AD — BO)? 


AD IBG: 
Zij nu G en H de raakpunten met de niet evenwijdige zij- 
den, M het middelpunt van den cirkel en MO 4 op GH, 


dan is GO =ä GH. 


Omdat de zijden van den A GOM loodrecht staan op de 
zijden van den A BAL, zoo zijn deze driehoeken gelijkvor- 


mig, dus: AB: GM —=BL : GO 
TAA See AS 
ED Vv 
EEM BLS AD x BC x AD XBR 
. TREND mem PE en TE en 
À 5 (AD + BO) AD +BC 
re AD 0 
Rn B ADEREN TN 


Tweede oplossing. 


Vereenigt men M met A en B, G met F en E,‚ dan zijn 
de AA AMB en EFG niet alleen rechthoekig ‚ maar ook w, 
wat gemakkelijk valt aan te toonen. Men heeft dus: 
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2 — AG X BG = AE X BF ==; AD X BC 
k 
5 
waaruit GH = 4r* : „(AD + BO) — 2AD x BC :(AD + BO). 


M. Srmons. 


r:=GH=AB: EF, of 2r : GH — 5 (AD + BO): 21, 


Derde oplossing. 


Als een trapezium ABCD kan beschreven worden ( een 
eirkel, dan is: / A + / C—=180°. Ookis/ AJ / B==180° 
dus: B —= / 0. Het trapezium is dus geliĳjkbeenig. Kan 
het trapezium om een cirkel beschreven worden, dan heeft men : 

AB + CD = AD + BO en kB SOD en 

Laten de raakpunten van den ingeschreven cirkel met de 

niet evenwijdige zijden zijn G en H en zij O het snijpunt der 


diagonalen. 
Men heeft nu: BG — 3 BC, AG == AD, 


dus: BG: AG = BC: AD. 
Aangezien A BCOm A AOD, heeft men : 
COTOA BO: AD. 
De punten G en O verdeelen dus de zijden AB en AC van 
A ABC in dezelfde verhouding; derhalve GO // BC. 
Evenzoo voor OH; m.a.w. GH gaat door ’t snijpunt O 
der diagonalen. Nu hebben we in A ABC: 


GO (jen): BC —= AG: AB 


1 AD AD +CB 
„GH ne Ean 
GH :2BC—=AD: (AD + BO) 
2BC Xx AD . KA 
GHS BG + AD in woorden: 
GH is harmonisch middelevenredig tusschen BC en AD, 
wat te bewijzen was, J. B, BAKKER. 


997. De meetkundige plaats te bepalen van de uiteinden der 
gelijke evenwijdige lijnen, wier aanvangspunten alle op 
een cirkelomtrek liggen, 

(J. VersLuys, Meth, opl. Mtk, vrgst, 8 52, 1.) 
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Oplossing. 


Zij M het middelpunt van een’ gegeven cirkel, Aa, Bh, 
Cc, Dd gelijke evenwijdige lijnen, wier aanvangspunten alle 
op den omtrek des gegeven cirkels liggen. 

Verbinden we de aanvangspunten A en B, ook de aan- 
vangspunten B en C, zoo ook C en D. 

Verbinden we van de uiteinden der gelijke evenwijdige lijnen 
het punt a met b, b met c en c met d. Nu zijn de parallelo- 
grammen ABba, BOcb en ODdc ontstaan, want Aa en Bb 
zijn gelijk en evenwijdig, zoo ook Bb en Cc, Cc en Dd. 

Dus ab = AB, be = BO en cd = CD. 

Trekken we nog meer lijnen alle gelijk en evenwijdig aan 
Aa==Bö, enz., wier aanvangspunten op den omtrek van cirkel 
M liggen, en verbinden we dan telkens 2 naast elkaar lig- 
gende aanvangspunten, en ook telkens 2 naast elkaar liggende 
uiteinden, dan ontstaat er binnen den omtrek van cirkel M 
een veelhoek ABCDE.... Ook ontstaat er een veelhoek 
abcde.... Die beide veelhoeken hebben de zijden en de hoe- 
ken gelijk en zijn dus gelijk en gelijkvormig. Denken we 
ons nu een oneindig aantal lijnen, alle gelijk en evenwijdig 
aan Aa, Bb, enz. getrokken, en zoo dat de aanvangspunten 
alle op cirkelomtrek M gelegen zijn, dan zal ‚ als we ons de 
naast elkaar liggende aanvangspunten door rechten vereenigd 
denken (op de wijze als boven), veelhoek ABCDE... over- 
gaan in een cirkelomtrek. Maar de daarmee gelijk en gelijk- 
vormige veelhoek abede... wordt dan ook een cirkelomtrek, 

De gevraagde meetk. plaats is dus een cirkelomtrek gelijk 
en gelijkvormig met den gegevenen. 

v.D. War & VerBoren. 


998. Bereken de lengte der lijn, welke twee overstaande zijden 
van een vierhoek in een gegeven verhouding verdeelt. 
Oplossing. 


Zij ABCD de vierhoek, waarin de lijn MN de twee over= 
staande zijden AB in M en CD in N in eene gegeven ver- 
houding m:n verdeelt, 
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Men heeft dus 
AM :MB =DN: NO= min, 
De zijden AB, BC, CD en DA 
stellen we respectievelijk door a, b, 


c en d voor. 
Trek de diagonalen AC en BD, 





en vereenig M met C en D. 
In A ADB heeft men (theorema v. StTewART) *) 











mn 
nd? +-m, BD? —= (mm J- 7) MD? EL 
waaruit MD? —-——)_ a? Spe BE Ed 
mn mn —J- 7)? 
Eveneens heeft men in den A ACB 
n m mn 
MC? B Er ee (m + 1)? a3. 
In A DMC heeft men: 
Ln „6%, 





Cr Fr) MN? =n. MD? jm, MO2 — 


Substitueer hierin de gevonden waarden voor MD? en MC? 





dan is 
nd? mn. BD? mn? 
(m + n) MN? = Je er 4? 
mn md n (m +)? 
mb? mn. AC? mna? mn ni 


En, TEAN mn (mn? mn’ 
Ee re OBD en 4) 
He: mJ-n 8 


Dus 
MN? — nrd? + m2b? J- mn (AC? J BD? — a? — Cc?) 
EA (mm J- 7)? 
1 | 
Ag 2/2 2/2 Vn ed 
MN mm V |» d2 mb? d-mn (AC BD2—a?—ce )| S 


Om deze formule gemakkelijk te onthouden, merken we op, 
dat a en c zijn de overstaande zijden, welke door de rechte, 
MN in de gegeven verhouding verdeeld zijn, en dat de vier- 
kanten der andere twee zijden, d? en b?, respectievelijk ver- 


*) „De Vriend der Wiskunde”, III, no. 221. 
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menigvuldigd zijn met de vierkanten der coëfficienten corrcs= 
pondeerende met de segmenten, welke niet aan deze zijden 
grenzen. | 

De punten M en N bezitten de eigenschap, dat men voor 
alle waarden van m en » steeds heeft : 

A ANB A CMD == vierhoek ABCD. 

Als PR de lijn is, welke de twee overstaande zijden d en 
b in P en R zoodanig verdeelt, dat 
AP: PDS BR RUS Ms 


dan is ook 
PR? — nar + miet J-mn (AC? LBD? bt Sd) 
Ee (a Fn? 
zoodat (m + n)? (MN? + PR?) —= 
== m? (b2 HC?) Fn? (a? Jd?) + mn (AC? + BD?) 
— mn (a? Jb? He? Jd?) 


= 2mn (AC? + BD?) + (m — 7) (mb? 4 me? — na? — nd*). 
Gevolgen. IL. Als m=n=1, heeft men: 
4A(MN? 4 PR?) = 2 (AC? + BD’). 
II. Als vierhoek ABCD een trapezium is, heeft men, als 
a en c de evenwijdige zijden zijn: 
AC? + BD? = 5? 4d? + 2ac. 
Dus (Mm J- 7)? PR? = n?a? + m?e? + Zacmn 


= (an +- em)? 
' _ an Jem 
waaruit ER ss ETRA Th 
Als m == n= l, wordt de waarde van 
PR = ® EE 5, 





999. Trek de gemeenschappelijke raaklijn aan twee cirkels 
en maak daarbij gebruik van de gelijkvormigheidspunten. 


Oplossing. 


Zijn M en M' 
de gegeven cir- 
kels. Trek in 
M de middel- 
lijn AB, en in 
M’ den straal 
M'A’ evenwij- 
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dig aan AB. Nu loopen MA en MA in dezelfde richting, 
daarom zijn de punten A en A’ homoloog, het snijpunt P van 
AA’ en MM' is het uitwendig gelijkvormigheidspunt. Boven- 
dien zijn B en A’ anti-homologe punten, en het snijpunt P’ 
van AB en MM’ is het inwendig gelijkvormigheidspunt. Nu 
gaan de uitwendige gemeenschappelijke raaklijnen door het 
uitw. geliĳkv.punt, en de inwendige raaklijnen gaan door het 
inw. gelijkv.punt. Trekken wij dus uit P en uit P.de raaklijnen 
aan één der beide cirkels, dan zijn dat de gemeenschappelijke 
raaklijnen. H. VERHAGEN. 


1000, Trek evenwijdig aan de basis BC van een A ABC eene 
rechte DE, welke de zijden AB en AC in D en E 
snijdt, zoodanig, dat de vierkanten op BD en CE samen 
gelijk zijn aan het vierkant op DE, 

Oplossing. 
Trek AF //BC, zoo dat AF = 

E CH — hypotenusa van den recht- 

j hoekigen A ACH met AC en AH 

B — AB) tot rechtboekszijden, 

5 Trek dan CF, die AB in D 

snijdt en trek DE//AB. 

Men heeft nu 

DBE ADE OH2 CA 
— DE? : AF? 
(CE? + DB?): DE? 
= (CA? + AB?): AF? 

of (CE? + DB?): DE? —= AF? ; AF? 

dus CE? 4 DB? —= DE?. 

Als FB getrokken wordt, welke het verlengde van AC in 

E' ontmoet, kan een tweede lijn D'E'//BC getrokken worden, 





__welke aan dezelfde voorwaarde voldoet. 


Vraag beantwoord. Leerboek Handelsrekenen. 

C. v. p. L.! Op Uwe vraag naar een leerboek der reken- 
kunde, waaruit ge het handelsrekenen het best zult leeren, 
verwijs ik U naar het Leerboek van het Handelsrekenen door 
QC. Krarper, Kz., 2e druk, als het beste boek daarover. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Augustus 1894 franco 


1022. 


1023. 


1024 


1027. 


1028. 


bij den Redacteur A. J. van BRrEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


‚ Twee kisten thee wegen samen 70 KG. en kosten f 300. 


Was de eerste kist gevuld met thee uit de tweede en 
deze met thee uit de eerste, dan zou iedere kist f 144 
gekost hebben. Hoeveel KG. was er in iedere kist ? 
(Rotterdam, H. d. S) v. D. War & VerBoren. 
Bepaal de waarden van ez en y voor de volgende ver- 
gelijkingen :_ 

vr day dy? =15 — 2e —2y en 

23 — 274? 

Tv — 3y 

(Rotterdam, H. d. S.) v. D. War & VeERrBORGH. 
Stelling. Im een cirkel is de gelijkzijdige A grooter, 
dan elke andere gelijkbeenige A. J. C. Eeen, 
In een driehoek worden de drie bissectrices getrokken. 
Bereken de verhouding tusschen het product der drie 
bovenste en dat der drie onderste stukken dezer lijnen, 
als de zijden van den driehoek a,b en c zijn. 
(Eerr, N. Verz. II, bl. 64, no. 106.) EGer. 








—= 42 — Jay — 4 — 3y. 


‚ Wat is de kans om met 3 dobbelsteenen de oogen 2, 


4 en 6 gelijktijdig te gooien ? H. VERHAGEN. 


. Verplaatst men in een getal van p cijfers, uitgedrukt 


in het g-tallig stelsel, het cijfer van de linkerhand , 
zijnde een s,‚ naar de rechterhand, dan verkrijgt men 
in hetzelfde talstelsel een getal, dat 7 maal zoo groot 
is als het oorspronkelijke getal. Welk getal is dit? 
(Zutphen, H. d. S.) H. VERHAGEN. 
Als men een punt D der basis BC van een A ABC 
met den top A verbindt, DE // AG en DF // AB trekt, 
heeft men : 
AB. AE JAC. AF = AD? + BD. DC. 
Bewijs dit, 


mn 
Bewijs, dat | pn ab ligt tusschen de getallen (”a en 


1029. 


1030. 


1031. 


1032, 


1033. 


1034. 


1035. 


157 


MNP 
zb, en dat Ben abe ligt tusschen het kleinste en 


het grootste der getallen a, (ben y”c, H. SrersMa, 
(GRAVELAAR, Lrb d. Rek. [ $ 289, no. 120 en 121.) 
Los # op uit: 

2d (54e) =r (2e —7). 
(Eindex, Gymn.) 
Hoe verhouden zich de hoogten van ruiten, waarvan 
de lengten der diagonalen worden voorgesteld door 


nxa en — X b; wanneer a en b standvastige groot- 


heden zijn, terwijl » elk willekeurig positief getal voor- 
stelt? (Adelborst.) 
Bepaal de waarden van #, die voldoen aan de verge- 


lijking “bo B ino BE 30 —0. 

(Eindex. H. B S.) 

In een cirkel is een A ABC beschreven. Men ver- 
eenigt het snijpunt D der hoogtelijnen met het uiteinde 
E der middellijn BE van den cirkel. Bewijs, dat DE 
de zijde AC middendoor deelt. | 
(Kadettenschool.) 

In een driehoek ABC is eene lijn CE getrokken naar 
AB, en naar BC eene lijn AD, die CE in F' snijdt, 
Toon aan, dat de driehoeken ACF en BCE gelijk zijn, 
als gij weet dat BE: AE —= CF: CE. 

(Adsp.- Administrateur Marine.) 

Twee boden gaan tegelijk van 2 plaatsen A en B naar 
elkaar toe. Als ze elkaar ontmoeten, heeft de eerste 
12 KM. meer afgelegd dan de tweede; gaan ze met 
dezelfde snelheid door, dan zal de eerste bode na 9 
dagen in B, de 2e na 16 dagen in A aankomen. Hoe 
groot is de afstand van A en B? 


(Artillerie- Cursus) H. SrersMA. 
BEAN TD Hr HE 228, 
Als nd en nlt 


ei 


a En 


S. pe Gast Jz, 


2 2 2 2 2 2 
dan is THE +£ LE re 


1036. 


1037, 


1038. 


1039. 


1040. 


1. 


2. 
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Wat valt er op te merken omtrent de resten, die men 
verkrijgt, als men de termen eener meetkundige reeks 
achtereenvolgens door een zelfde getal deelt ? 
(J. VersLuys, Deelbh no. 42.) 
De meetkundige plaats der middens van de gelijke koor- 
den van een cirkel is een cirkel, Evenzoo voor gelijke 
raaklijnen. Bewijs dit. 
(J. VersLuys, Meth. Opl. Mtk. vrgst. $ 52, 6 en 7.) 
Als a, b, c,x en y reëel zijn en 

(a?o? Hb2y? —C4)3 + 27a2b2etr?yt =0 


Á 


is, dan is: ati En by maf, 
Bewijs dit. H. SreRsMA, 
(GRAVvELAAR, Vrgst Lrb. Alg. I, 639.) 
Uit het toppunt A van een ingeschreven A ABC be- 
schrijft men met AC tot straal een cirkel, die den om- 
geschreven cirkel in E en de basis BC in D snijdt, 
Bewijs, dat BE — BD en dat BE Xx BC = AB? — ACQ?, 
S. pe Gasr Jz. 
Een A te construeeren, als gegeven zijn de omtrek, 
de straal van een der aangeschreven cirkels en de hoogte 
op die zijde van den A,die den aangeschreven cirkel raakt. 
(KrarPer, Mtk. IT, 796.) 


EXAMEN-VRAAGSTUKKEN. 
Posterijen en Telegraphie, 1893. 


Rekenvoorstellen. 


Bereken : 


3 0,5 


a 069 (2,45 + 1,32 — 0,OÏ) + 4,41 Xx 0,21. 





In een bak, lang 1,25 M., breed 7,6 dM, en hoog 8,5 


dM., is eenige olie. Door er 2 HL, en 9 L bij te doen, 
stijgt de olie zoo hoog, dat de bak tot op 1 dM. van den 
rand gevuld is. Hoe hoog stond de olie aanvankelijk in den bak? 

9. Werkt A aan zeker werk eerst 1 dag, dan kan B het 


overige van ’t werk doen in 4 dagen. Werkt B echter eerst 
6 dagen, dan doet A de rest in 5 dagen, 


ae" 
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a. In hoeveel dagen kan ieder alleen het werk doen ? 

b. Als zij het samen doen en f 22,50 verdienen , hoeveel 
geld komt ieder dan toe? 

4, A en B hebben beiden eenig geld uitstaan. Trekt A 
5°, en B 4°/,, dan ontvangen zij evenveel rente. Krijgt A 
echter 4°/, en B 5°/,, dan ontvangt B f 18 rente meer dan A. 
Welke zijn de beide kapitalen ? 

5. Van zekere breuk verschillen teller en noemer 23. Wan- 
neer „men den teller met 45 vermeerdert en den noemer met 


45 vermenigvuldigt, ondergaat de breuk geene verandering 


in waarde. Welke breuk wordt hier bedoeld ? 


Toelatingsex. tot de Kadettenschool , 1893. 
Natuurkunde (Ll uur). 


1. Van een hoogte van 55 M. boven den grond wordt een 
lichaam met een aanvangssnelheid van 50 M. verticaal opge- 
worpen. Men vraagt: 

a. Welke hoogte bereikt het lichaam ; 

b. Na hoeveel seconden komt het op den grond aan; 

c. Hoeveel seconden na het opwerpen van het eerste lichaam 
moet men van dezelfde hoogte een ander lichaam vrij laten 
vallen, opdat het tegelijk met het eerste op den grond komt. 

Versnelling der zwaartekracht — 10 Meter. 

2. Een barometerbuis met inwendige doorsnede van 2 cM? 
steekt ter hoogte van 80 cM. boven het kwikoppervlak in den 
bak uit. In de buis ís lucht, zoodat de kwik er in 40 cM. 
boven het kwikoppervlak in den bak staat. Het bovendeel 
der buis wordt nu in verbinding gebracht met een ballon, 
die een inhoud heeft van 100 eM? en gevuld is met lucht 
van 75 ec, m. spanning. De barometerstand is 76 cM. Hoe 
hoog staat daarna het kwik in de buis? De niveau veran- 
dering in den bak blijft buiten beschouwing. 


160 
Rekenkunde (1!/, uur). 


1. Bereken de waarde van den vorm: 





1 
25 95 
zt 0,114285 |X — : 0,230769 
RN OE 
(0,129 — 0,729) x Gooooozr — 954 


N.B. De bewerkingen op het in te leveren papier laten staan. 

2. Drie kapitalen klimmen met f 1000 op, en staan respec- 
tievelijk uit à 4, 4!/, en 5°/, ’s jaars. De gezamenlijke rente 
per jaar bedraagt f 2170 Hoe groot zijn die kapitalen ? 

Beredeneerd op te lossen zonder van stelkunde gebruik te 
maken. 

3. In een rechthoekigen bak, lang 2,8 M., breed 12,5 dM. 
en diep 72 cM (alles binnenwerks), gedeeltelijk gevuld met 
water, wordt een stuk lood van 5700 KG, zwaarte neergelaten 
tot op den bodem, waardoor 374 L. water wegvloeien. Hoe 
hoog stond aanvankelijk het water in den bak, als het soorte- 
lijk gewicht van lood is 11,4 ? 

Beredeneerd op te lossen zonder van stelkunde gebruik te 
maken. 

Meetkunde (1°/, uur). 

1. Zie: De Vriend der Wiskunde, IX , no. 1032, 

2, Van een driehoek ABC, rechthoekig in A, is gegeven : 
het middelpunt M van den omgeschreven cirkel; het punt D 
waarin de lijn AD, die hoek A middendoordeelt, de zijde 
BC snijdt en het voetpunt H der loodlijn uit A op BC neer- 
gelaten. Men vraagt driehoek ABC te construeeren, 

3. De zijde van den in een cirkel beschreven regelmatigen 


1 
tienhoek is gegeven 5 dM. Bereken het oppervlak van den 
om dien cirkel beschreven regelmatigen vijf hoek. 


Stelkunde (1'/, uur). 


1. Herleid V5 2r 3-2-5282, 
2. Twee boden gaan van de beide dorpen A en B elkan- 
der te gemoet; de een gaat 2 uur vroeger op weg dan de 


‚ 
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andere ; 25 uur nà het vertrek van den laatstbedoelde , ont- 


moeten zij elkaar, en komen op hetzelfde oogenblik in B en 
A aan. In hoeveel uur heeft ieder den weg afgelegd ? 
9. Bepaal met behulp van logarithmen de waarde van # uit: 


Ee 164,31 
dis (0,09132) : 


Afhankelijkheid en evenredigheid. 


(Vervolg en slot van ble, 80.) 


25. Het komt veelmaals voor, dat eene grootheid af hangt 
van twee of meer andere. Zoo bijv. wordt de prijs van een 
brood bepaald door het gewicht van het brood ‚ door den prijs 
van koren, gist, melk, zout en brandstof ‚ door het loon van 
den bakker, en nog door meer zaken. Dit voorbeeld is leer- 
zaam. Immers, nemen wij twee brooden, wier gewichten zich 
verhouden als 1:2, gebakken uit hetzelfde deeg, dan is het 
duidelijk, dat ook de prijzen zich zullen verhouden als 1 PP 
want bij verdubbeling van het gewicht zijn alle zaken, die de 
kooper moet betalen, verdubbeld : melk ‚ Sist, zout, arbeids- 
loon enz. Maar nemen wij aan, dat de bakker twee brooden 
bakt van koren van verschillende kwaliteit, dan zal nog niet 
de prijs der brooden evenredig zijn met de graanprijzen: wordt 


_ toch het koren 1 maal zoo duur, dan zouden ook de andere 


Ô 1 
grondstoffen, de brandstof, het arbeidsloon enz. ET maal zoo 
duur moeten worden, bijaldien een brood van hetzelfde ge- 

k 1 
wicht ln maal zooveel zou gaan kosten. 


26. Nemen wij als tweede voorbeeld den omtrek van een 
geliĳkzijdigen driehoek. Deze is blijkbaar evenredig met de 
zijde, want bij n-malige vergrooting of verkleining der zijde 
wordt de omtrek „ malen vergroot of verkleind. Maar de om- 
trek is ook evenredig met de hoogte des driehoeks ; want 
n-malige vergrooting of verkleining der hoogte brengt dezelfde 
verandering aan den omtrek teweeg. Eindelijk is de omtrek 

De Vriend der Wiskunde. IX. 11 
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evenredig met den straal van den ingeschreven cirkel, hetgeen 
op gelijke wijze als zoo even blijkt. Hier hebben wij dus een 
geval, waarin é/ne grootheid van drie andere evenredig af- 
hankelijk is, nl. de omtrek des geliĳkzijdigen driehoeks hangt 
evenredig af van de zijde, de hoogte en den straal des inge- 
schreven cirkels. 

27. Nemen wij ten derde als voorbeeld den inhoud van 
eeu balk. De inhoud hangt evenredig af van delengte, want 
wordt deze n maal zoo groot of zoo klein, dan wordt de in- 
houd op gelijke wijze veranderd. Maar op gelijke wijze toonen 
wij aan, dat de inhoud evenredig af hankelijk is van de breedte 
en van de dikte van den balk. Wij hebben dus weer een ge- 
val gevonden, waarin ééne grootheid van drie andere even- 
redig afhankelijk is. 

28. Laten wij de beide laatst besproken voorbeelden eens 
vergelijken. Wij merken dan spoedig een zeer sterk verschil 
op. Immers, de omtrek des driehoeks wordt bijv. 2 maal 
zoo groot, als één der grootheden, zijde, hoogte of straal des 
ingeschreven cirkels van den driehoek 2 maal zoo groot wordt. 
Maar hoe is het met deze drie grootheden onderling? Zijn zij 
van elkaar onafhankelijk? Neen, zij hangen van elkaar nood- 
wendig af, zoodat de ééne niet kan veranderen zonder dat de 
beide andere veranderen. En wel, deze drie zijn onderling 
evenredig afhankelijk, zoodat, als één harer bijv. 2 maal ZOO 
groot wordt, alle grootheden, omtrek, zijde, hoogte en straal 
van den ingeschreven cirkel, 2 maal zoo groot worden. 

Bij den balk is de zaak heel anders, Wordt de lengte 2 
maal zoo groot, dan wordt noodzakelijk de inhoud 2 maal 
zoo groot, maar dan moeten de breedte en de dikte onver- 
anderd blijven. En wat niet mogelijk was bij het drietal groot- 
heden, zijde, hoogte en straal ingeschreven cirkel, kan heel 
goed bij lengte, breedte en dikte van een balk: ik kan één 
van deze drie 2 maal grooter maken en de andere onveranderd 
laten, of wel kleiner maken, of grooter maken zooveel maal 
ik goedvind. Kortom, de inhoud van den balk is evenredig 
met elk van drie grootheden, die onderling niet direct af- 
hankelijk zijn, 

29, Wij hebben in het voorbeeld van den inboud des balks 
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kennis gemaakt met een geval van samengestelde evenredige 
afhankelijkheid. We zeggen derhalve: 

eene grootheid A is samengesteld. evenredig afhankelijk van 
eenige grootheden P, Q, R..., bijaldien zij evenredig afhan- 
kelijk is van elk der grootheden P,‚, Q, R... in het bijzonder, 
mits deze zoodanig zijn, dat als één er van verandert, de 
andere onveranderd kunnen blijven. 

Wij zullen nagaan, in welke verhouding de inhouden van 
twee balken tot elkaar staan, als de lengten, de breedten en 
de dikten der balken verschillend zijn. 

Denken wij, dat de afmetingen éón voor één veranderen , 
maar na de verandering blijven, zoo als zij geworden zijn. 
Noemen wij nu van vier balken 
1°. Iden inhoud, bij eene lengte L, eene breedte B, eene dikte D; 


20, ER ” „ ” „” ” l, „ ” B, ” „ D; 
Beenle ” ” n » ” l, ” ” b, ” ” D; 
40, ì ” ” „ » l, ” » b, ” DAG 

Bij de balken 1° en 2° is klaarblijkelijk ET ‚ omdat zij 


dezelfde breedte en dezelfde dikte hebben, dus 


I= L SL 
l 
Bij de balken 2° en 3° is eveneens Ed omdat zij de- 
zelfde lengte en dezelfde dikte hebben, dus 
Bes Ë 1 
=j 5 


n 


Bij de balken 3° en 4° is : = ‚ omdat zij dezelfde lengte 
en dezelfde breedte hebben , dus 


D 
U 
== X0 
Daaruit volgt: | 
tE r—E B gr 
ETE DOO AP 
En L B D 
d, i. dis op I begrepen TX “i maal, of anders geschreven 
Dag beD 
branie Oe td 
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Nu is 7 de verhouding der inhouden, 5 $ Dn en a respee- 


tievelijk de verhouding der lengten, der breedten , en der dik- 
ten van de balken 1° en 4°. We vinden derhalve deze betrekking: 

de verhouding van de inhouden van twee balken is gelijk 
aan het gedurig produkt der verhoudingen van de lengten, 
de breedten en de dikten der balken. 

Zoo wij nu het produkt en het gedurig produkt van ver- 
houdingen eene samengestelde verhouding noemen, hebben wij : 

de verhouding der inhouden is gelijk aan de samengestelde 
verhouding van de lengten, de breedten en de dikten. 

30, Heel dikwijls wordt deze zaak ook aldus behandeld. 
Men neemt eene zekere gemeene maat aan als eenheid voor de 
lengten , eene (dezelfde of andere als zooeven werd gebezigd) 
voor de breedten, eene voor de dikten (deze kan dezelfde zijn, 
maar mag ook verschillen van de vorige eenheden). Denken 
wij nu een balk met afmetingen gelijk aan de gebezigde een- 
heden voor lengte, breedte en dikte, en noemen wij diens 
inhoud de inhoudseenheîd. 

Zoo nu op de lengte de aangenomen eenheid Ls maal be- 
grepen is, op de breedte B maal, op de dikte D maal, dan 
zal de inhoud zijn: 

L maal de inhoudseenh, v. een balk, lang L, breed 1, dik 1 eenh.; 


LB ” ” n »” n n »” L, ” B, n 1 ” 
LBD „ „ » Dn » ne B, „B, 
dus T=LBD X de inhoudseenheid. 


Op gelijke wijze redeneerende voor een balk , bij wien de- 
zelfde eenheden als bij den vorigen worden gebezigd, vinden we: 
é = bd X de inhoudseenheid. 

Nu is de inhoudseenheid, waarmee I en / gemeten zijn, 
dezelfde; ze is dus een gemeene maat voor I en {, en LBD 
en lbd zijn de verhoudingsgetallen. 

Wij hebben dus: I:%== LBD: /bd, 

31. Wij krijgen door deze methode (ook wel eenheidsbewijs 
geheeten) eene evenredigheid. Deze is eene samengestelde, 
omdat zij voortvloeit uit de afhankelijkheid, waarin ééne groot- 
heid staat tot twee of meer andere. 

32. Men verlieze niet uit het oog, dat er groot onder- 
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scheid is tusschen je B X 5 X de 
d LORE ie 
en Et LL XBDEEX bd 
In de samengestelde verhouding zijn L, !,B, 5, D en d 
grootheden, en wel lijnen; de verhoudingen al ae n en a 


zijn onbenoemde getallen, en nu staat er te lezen , dat het 
I 
onbenoemde getal 7 gelijk is aan het gedurig produkt der drie 


ondenoemde getallen 5 ek 2 X 5 


In de samengestelde evenredigheid zijn I en ò grootheden 9 
I 
maar —, L, 4, B, 5, D en d zijn onbenoemde getallen, dus 


er staat te lezen, dat de inhouden zich verhouden als de ge- 
durige produkten van onbenoemde getallen L, B, Den /, h, d. 

Menigmaal komt het voor, dat men de samengestelde even- 
redigheid aldus wil afleiden uit de samengestelde verhouding: 


als RN 
DD d 


dan is, omdat het produkt (of gedurig produkt) van breuken 
gelijk is aan het produkt (of gedurig produkt) der tellers ge- 
deeld door dat der noemers, ook 

EX BDEEKD Xd. 

Niet ernstig genoeg kan tegen die fout worden gewaar- 
schuwd ; immers, L, /, enz. zijn grootheden, geen onbenoemde 
getallen ; men kan er geen produkt of gedurig produkt van 
denken zelfs. 

33. Dikwijls ook“ treft men dit bewijs (!) aan (zie de 4 
balken in S 30), 


Era err 7 
Be en 0 
Ve mf DRA 


De produkten (of gedurige produkten) der overeenkomstige 
termen van evenredigheden vormen een nieuwe evenredigheid, 
dus IDEE Ll te LBDS bd, 
of, na deeling van de termen der eerste reden door II’: 
| [:4 == LBD: Jbd, 
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Dat hier wederom de fout (produkten van grootheden) be- 

gaan is, springt in het oog. 

34. Soms tracht men den leerling te verschalken met deze 
z.g. redeneering : 

Als de lengte en de breedte onveranderd blijven, dan ver- 
houden zich de inhouden als de dikten, dus 

1: 

Als de lengte en de dikte onveranderd blijven, dan verhou- 

den zich de inhouden als de breedten, dus 
1 Died 

Als de breedte en de dikte onveranderd blijven, dan ver- 

houden zich de inhouden als de lengten, dus 
I:s== Ltd. 

De gedurige produkten der overeenkomstige termen ver- 

schaffen ons de samengestelde evenredigheid 

13:43 = LBD: lbd, 
dus niet de inhouden, maar hunne derde machten verhouden 
zich als LBD : id. 

Ieder voelt terstond, waar de fout schuilt. In de eerste 
evenredigheid zijn de breedten en de lengten onveranderd ge= 
dacht; in de tweede zijn lengte en dikte standvastig ; maar 
dan hebben I en í in de eerste evenredigheid eene heel andere 
beteekenis dan in de tweede, en in de derde evenredigheid 
wordt nogmaals I en / gebezigd om alweer andere grootheden 
voor te stellen. Van I® en {3 kan dus nooit sprake wezen. 
Bovendien geldt het bezwaar, dat men het gedurig produkt 
van grootheden heeft geschreven. 

35. Het zal den lezer nu niet moeilijk vallen , het foutieve 
aan te wijzen in deze definitiën : ’ 

„Wanneer eene grootheid evenredig is met twee of meer 
andere, zegt men, dat die grootheid samengesteld evenredig 
is met die twee of meer andere)’ (J. v. on. Hour en J. V. Drs- 
SELKOEN , Leerb. der Rekenk., p. 233.) 

„Twee grootheden zijn omgekeerd evenredig , wanneer hun 
produkt constant is, en omgekeerd. Een grootheid is samen= 
gesteld evenredig met eenige andere, wanneer zij evenredig is 
met het produkt dier grootheden” (J.J. van LAAR, Leerb. 
der Alg., I bl. 211.) 
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„ene grootheid is samengesteld evenredig met eenige andere, 
indien zij met elke van die andere grootheden recht of omge- 
keerd evenredig is” (Dr. Nier Brok, Leerb. der Wisk., 
I 4e dr., bl. 84.) 

36. Uit de gelijkheid 

I 


REEL cp D 
red 
volgt terstond, zoo wij beide leden met : X vermenigvuldigen ; 
L I eee b bd d 
Evas D 


d.i. de verhouding der En is gelijk aan het gedurig pro- 
dukt der verhouding van de inhouden en der omgekeerde ver- 
houdingen van de breedten en de dikten. 

Op gelijke wijze vinden wij de verhouding van de breedten 
en van de dikten. 

En hiermee stappen wij van dit onderwerp af. Ons doel 
was niet het leveren van eene volledige theorie der evenredig- 
heden, maar vooral beoogden wij, in het licht te stellen , 
hoe men bij de leer der evenredigheden onbenoemde getallen 
van grootheden dient te onderscheiden. 

Amsterdam „ Februari 1894. H. VERHAGEN. 





Marine-Machinistenschool te Hellevoetsluis, 18953. 


‚ Rekenen {2 uur). 


(13,6 + 14,89) — 8 X 8,375 
Val m keel 
Lo: lj — 1,94 : 0,5 


2. Drie getallen, die met 3 afdalen, worden respectievelijk 
met 8, 9 en 10 vermenigvuldigd. Als de som der producten 
291 bedraagt, welke zijn dan die getallen ? 

3. De som der voorgaande termen van een meetk, even- 
redigheid is 40, de som van den 2en, 3en en 4en term 22 
en de reden 4. ‘Welke is die Mintodiehetde 

4, Iemand koopt een stuk grond 2,54 HM. lang en 16,4 
DM. breed. Hij laat langs de vier haden een sloot van 2 M, 
breedte en 1 M. diepte graven en met de aarde, die daaruit 
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komt, het overblijvende ophoogen. Hoeveel eM. wordt dit 
nu hooger ? 

5. Voegt men bij den teller eener breuk 1, zoo wordt hare 
waarde == 1. Vermeerdert men den noemer met 5, dan wordt 
zij gelijk S, Welke is die breuk ? 

Meetscunde (11/, uur). 

1. Een ruit te beschrijven als gegeven zijn: een hoek en 
de som der diagonalen, 

2. Uit een basishoek van een geliĳkb. drieh. laat men een 
loodlijn neer op de opstaande zijde. Bewijs, dat de tweede 
macht dier loodlijn — het dubbel product der stukken van 
die zijde en de tweede macht van de projectie van de basis 
op de opstaande zijde. 

3. Als van een parallelogram elke opstaande zijde 20, de 
basis 65 en de langste diagonaal 75 M, is, vraagt Hin de 
kleinste diagonaal te berekenen. 

Algebra (°/, uur). 
1. Deel: 3n — J 2An? op Uns — 2n 4 10nt— 20n2 4-10. 
2, Herleid: DD 4 
a? — 2a 3 — 2ab 3 
EET atb ) En EET bn )- 

3. Zoek den G.G.D. en het K G, V. van: 

— 4a? 4-9, 4a? — 12a +9, 24? Ha — Gen 2? — Ta? + Ga, 


Adspirant-Administrateur bij de Marine, 1893. 
Rekenkunde. 

(De vraagstukken moeten zonder behulp van stelkunde wor- 
den opgelost, op netheid van het werk wordt gelet.) 

1. Hoeveel dM3 is: 
2,5 MS : 400 + 80 dM? : 0,25 + 0,358. : 1,4 + 3,7 d8.: 0,08 + 

1,4 DS: 20 J 56,2 M?: 0,025 ? 

2. Hoeveel honderdste deelen is v/4618,5 meer dan B’ 46 18,5? 

(De worteltrekkingen er a 


en « 29,083 + 33,5 
Ds 
__ 05x06 
4 ú 16 
85 +35 — > 51 


% 
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4, Van eene meetkundige evenredigheid is de som der 4 
termen — 104, die van de termen der 1ste reden — 65, en 
die der Holdens termen — 48. Welke is de evenredigheid ? 

5. A, B en C handelen samen met f 28600. A handelt 
DB 7, C 9 maanden. Van de winst, groot L18T50, 
krijgt lee evenveel. Hoeveel heeft ieder ingelegd en Poel 
pet. 's jaars is er gewonnen ? 


6. Van eene partij rijst wordt : à 14 en de rest à 175 ct, 
de KG. verkocht. De winst op 12 KG. van het eerste ge- 
deelte is evenveel als die van 5 KG. van het tweede. De ge- 
heele ‘winst is f 34. Uit hoeveel KG. bestond de partij ? 


Stelkunde. 
1, Los # op uit de vergelijking: 
6x — 18 
Dr ACO dd (4e — 2). 


2. Herleid: (81e — a) : (32° ‚0 205). 


3. Hoeveel is Mis ke aj (Gie) ( 


4, Wanneer men van id getallen , wier verhouding m : n 
is, het eerste met a vermeerdert en het tweede met a ver- 
mindert, wordt de verhouding omgekeerd. Welke zijn die 
getallen 2 


103845 8976 
Bieren iser: 0,08745 °1°, 


(Het kladwerk moet ook worden ingeleverd.) 
Meetkunde, 


1. Construeer een trapezium, als gegeven zijn de som der 
evenwijdige zijden, de schuine BT en de hoogte. 

2. Bewijs, dat de diagonalen van een vierhoek elkaar recht- 
hoekig snijden, als de sommen der kwadraten van de over- 
staande zijden gelijk zijn. 

3. Zie: „De Vriend der Wiskunde”, IX, no. 1033, 

(Het Kid werk moet worden ingeleverd.) 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1001— 1050. 


1001. Bewijs, dat de G.G.D. van 999999 en een ander getal 
van 6 cijfers niet verandert, als men in het laatste de 
cijfers der eenheden en tientallen in dezelfde volgorde 
vooraan plaatst. (Aldus: 275132 — 322751) 
(Wisserink , Vr. & oef. I, S 22, 75.) (Zutphen 1886.) 

Oplossing. 

Met die verplaatsing wordt bedoeld, wat dit voorbeeld aan- 
geeft: zij [abcdey| een getal van 6 cijfers, dan moet het ver- 
vangen worden door |efabcd|. Noemen wij het getal, voorge- 
steld door de cijfers labcd|—p, en het getal voorgesteld door 
de cijfers [e/| — q. Dan is de waarde van het getal eerst 
100p + q, en later 10000g —- p. 

Nu is de G.G.D. van 999999 en 100p + qg dezelfde als van 
999999 en 10000 (100p + q) = 1000000 p + 10000g , en als 
wij dit laatste verminderen met een veelvoud van 999999, dan 
is de G.G.D. van de rest en 999999 nog dezelfde als van 
999999 en 100p Hg. Verminderen wij bedoeld getal met 
999999p, dan blijft er over p + 10000g, d.i. juist het getal, 


dat wij door de genoemde verplaatsing van cijfers gekregen 
hebben. H. VERHAGEN, 


1002. Onderzoek of men ook een ander aantal cijfers kan ver- 
plaatsen, en ga na of in andere talstelsels ook derger 
lijke eigenschap bestaat. (ldem, 75, a.) 


Oplossing. 


Eerste gedeelte. Verplaatsen wij van het getal [ubedef lop de 
genoerade wijze alleen het cijfer /, dan ontstaat het getal 


[fabedd, Eerst hadden wij, als [avedd == p gesteld wordt, 
10p + f, later 1000004 + p. De G. G, D. van 999999 en 10p + f 
is dezelfde als van 999993 en 100000 (LOp + f) = 1000000p 
+ 100000/, en ook dezelfde als die van 999999 en 
(1000000p + 100000) — 999999 , 

d. i. van 999999 en p +100000f, waarmee aangetoond is, 
dat ook bij verplaatsing van één cijfer de eigenschap blijft 
bestaan. Voor 3, 4 of 5 cijfers kan men op dezelfde wijze 
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de zaak onderzoeken, en men zal tot resultaat krijgen, dat 
in elk geval de eigenschap doorgaat. 


Tweede gedeelte. Hebben wij in het g-tallig stelsel een ge- 


tal 9 — 1, dus een getal, voorgesteld door » cijfers, elk ge- 
lijk aan g —1,-en eenig getal in dat talstelsel van » cijfers. 
Splitsen wij de cĳfers van dat getal in twee vakken: rechts 
een groep van p, links een groep van »-—p cijfers. Zij de 
volstrekte waarde der eerste groep a, die der tweede groep 5, 
dan kan de reöele waarde van het getal worden voorgesteld 


door g° Xb +a. Als wij nu de rechts geplaatste groep links 
van de andere zetten, krijgt het getal de reëele waarde 


n 


g_ “xa+b. De vraag is nu, of de G.G.D. van 
ge en g XbHa 
dezelfde is als die van de getallen 
Dus len Omen olde 
De G.G.D. der eerste twee is dezelfde als die van 


9 —1 en (9 Xb a) X Beh: 
maar ook dezelfde als die van 


g leng Xb4g “Hag —-IXb=btg "Xa, 
d, i. juist wat te bewijzen was. 


=g Xb4g EXa 


Wij hebben dus gevonden, dat de bedoelde eigenschap geldt 
onverschillig in welk talstelsel of hoe groot het aantal cijfers 
van ’t getal is, of ook hoeveel cijfers men van rechts naar 
links wil verzetten. _ H. VERHAGEN, 


1003. Zij p het product der getallen a,b,c en d, —p, 
het product der zes grootste gemeene deelers dier ge- 
getallen, twee aan twee genomen, —p, het product 
van de vier grootste gemeene deelers dier getallen, drie 
aan drie genomen, en p, de grootste gemeene deeler 
van a, b,c en d. Te bewijzen, dat het kleinste ge: 
meene veelvoud van a, 5, c en d = pps :PiPz ÏS. 
(GRAVELAAR, Lrb. Rek. I, $ 289, 158.) H, SrersMa. 
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Oplossing. 

Volgens het Leerboek is het K. G, V. van eenige getallen 
gelijk aan het produkt van al de ondeelbare factoren, die in 
de getallen voorkomen, elk verheven tot den hoogsten expo- 
nent, waarmede die in een der getallen voorkomt. Is nu « 
een dier ondeelbare factoren (willekeurig genomen) die in a 
voorkomt met den exponent n,, in b met „,, in ec met #3 
en in d met #, (waarbij 1 of meer der exp. ook — O kan zijn) 
en zij b.v. ”, ) n, > ns >n,3 dan moet aangetoond, dat « in 
het quotiënt pp, :p4p; ook met den exp. », voorkomt; nu 
komt « in a.ò.c.d voor met den expon. n, + n, +n, + 0, 
in den G.G.D. van a en b met den exp. », 


… 


nn » „ dERC j 7 „ Hz 
n „ ” ” a en d ” ” ” Ny 
nn » PDN CD hin re 
nn » HetNet 

c en d n 


” 
In het eo eren . G.D. dus iet in Een 
Ny HN3 FA, Hz + Ny + NA, =H 2.0, + Sn, inp,: 


In den G,G.D van a, b en c met Bens exp. %3 


„pn » DOET, » „ Ny 
n ” ’ ” a, c en d 2 ” ” n, 
„ ” re 0e Ond »„ Na 


In het prod p, dezer G.G.D. dus met den expon. : 
3 nz HN, FA FN4 =N3 +3, 

en in den G.G. D. van a, b, c en d met den exp.: »,; in 
het quot. dus met den expon.: 

(0, FA Hz Nad A3 In) — (9 + Ant Int n,) = 04: 
en dat moest aangetoond. Wat hier bewezen is voor een 
enkelen factor, geldt voor elke willekeurige, en voor hun 
produkt. De wijziging in de onderstelling, dat b.v. n, <n, 
en ”, ) n, enz. heeft alleen verplaatsing der indices ten ge- 


volge, geen invloed op de uitkomst. H. SrersMa. 
1004, Als de grootste gemeene deeler van a en b = 3, die 
van cen d = 2 en ab —cd = 1 is, hoe dikwijls is 


dan het kleinste gemeene veelvoud van a, b, cen d 
op het product dier getallen begrepen ? 
(dem , 159.) H. StersMA. 


\ 


den en an dl 


ae aten ed 


Bio 


Oplossing. 


Dit vraagstuk sluit zich geheel aan bij het vorige. We 
hebben alleen nog noodig te vinden: den GG. D. van a en c, 
aen d; ben ec, ben d; van a, ben c; van a, b en d; 
van a, cen d; van b, cen d en ook die van alle 4 getal- 
len. Nu is de G.G.D. van a en c = 1; immers, hadden 
a en c een gem. dlr. ) 1 , dan was die een deeler van a.b 
en ook van c‚d, dus ook van a.b—c.d d.i. van 1, en 
dit is onmogelijk; evenzoo toonen we aan, dat de G. G. D. 
van elk der andere stellen — 1 is; we vinden dus: 

BAG Pr hap pd. 


Derhalve: K.G. V. (a, b, co, d)== |a.b.c.d) X 1 :(6 x 1). 


Wat uitdrukt, dat het K.G. V, 6 maal op het produkt is 
be grepen. | H. Srersua. 


1005, Een getal van 4 cijfers te vinden zóó, dat het gelijk 
is aan de derdemacht van de som zijner cijfers. 
S. DE Gasr, Jz, 
Oplossing. 


Noemen we het getal leyzol en de som der cijfers n, dan is 
n=tdtytedu en n? —= 1000z + 100y +102 +u, dus 
ns —n=(n—lj.n.(n +1) =I(lllz + 11y + 2). 

Van drie opvolgende getallen is slechts één een 3-voud. In 
ons geval moet dit 3-voud een 9-voud zijn. Nu is het getal 
n3 1000 of ligt tusschen 1000 en 10000, zoodat z is 10 of 
ligt tusschen 10 en 22. Hieruit volgt gemakkelijk, dat 
alleen 10, 17, 18 of 19 kan zijn; alleen deze getallen toch 
zijn een 9-voud of een J-voud +1. Het gevraagde getal zou 
dus kunnen zijn | 

10% = 1000, 17% — 4913, 183 —= 5832 en 193 — 6859. 

We zien, dat alleen de eerste twee voldoen. 


1006, Los z op uit de vergelijking 
Vaate b Bela en 
Kee iben ber oeh? 
S, pr GasrT, Jz. 
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Oplossing. 
Wij tellen bij beide leden der vergelijking 1 op en krijgen dan 
2V ra Vaate b 
Vi nnb Ve —b 


Vr —arve—b=b—a 
Ar? — 4 (a d-b)e — (a — b) H- 4ab—=0, waaruit 
_adb—(a—b)v2 
RE, 2 
_atbJ(a—b)r2 
ù Sn ien 


We substitueeren deze waarden in de gegeven vergelijking, 
omdat we de leden van één der vergelijkingen tot de tweede- 
macht gebracht hebben, en vinden dan, dat alleen z, vol- 
doet. De tweede wortel voldoet aan de vergelijking, die ver- 
kregen wordt door in het eerste lid der gegeven vergelijking 
deeler en deeltal te verwisselen. 


Vi 


1007. Bepaal de eerste 5 termen van het quotient der deeling 
1:(l —r)?. Vind hieruit den algemeenen vorm van 
het quotient en de waarde van elk der volgende sommen : 


AH 2r H Brilears Lr 
dh arl Á 
At kee enn 
Ten 


S, pe GasrT, Jz. 


Aak + yr? 4 377 


Oplossing. 


Als we de deeling 1:(1— 2r Jr°) uitvoeren, vinden we 
voor quotient 1 + 2r + 3r? + 4r3 J- ör4 en tot rest 675 — 578, 
Hieruit is gemakkelijk te zien, dat de nde term van het quotient 


E n—l : n nt 1 
is nr en de overeenkomstige rest (n + 1)r — ar Gi 


Hieruit zien we, dat de eerste der gevraagde sommen is het 
quotient der deeling van 1:(l—r)?, voortgezet tot » termen, 
zoodat we hebben 
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L — | on J- 1) Ape neer! Me BT nr r’. 
BE ER 





5, 


ï 1 5 
Vervangen we in de eerste som / door ej dan krijgen we 


de tweede som, dus is 


Pt n nJ-1 
Beels | r” en (nil 
EL 
(1-5) r (r—1) 
E 
De derde som verkrijgen we door de tweede te vermenig- _ 


vuldigen met 7” — E 


S RO Leie EE gonnie. 
RE on Eat, 


‚ zoodat we hebben: 





1008. Te bewijzen, dat de geheele 3e-machtswortel uit het 
product van 6 op elkaar volgende geheele getallen ge- 
lijk is aan z° +ör +3, als z het kleinste getal is; 
v=—=l uitgezonderd. 

Toepassingen: 1, Het product van 6 op elkaar vol- 
gende geheele getallen is nooit een volkomen derdemacht. 

2. Zes op elkaar volgende geheele getallen te vin- 
den, wier product 3603600 is. 

3. Zes op elkander volgende geheele getallen te vin- 
den, wier product gelijk is aan dat van drie andereop 
elkaar volgende geheele getallen. S. pr GasrT, Jz. 

Oplossing. 
Stellen we het product 
Polet Dede H3)(e 4) (0 +5), 
dan heeft men achtereenvolgens : 
P =(x? +52) (wo? + Oe +4) (ew? + Oz + 6) 
= (a? + 5e) + 10 (4? H 5)? H 24 (wv? + 52) 
=(r? + br + 3)3 + (4? + Í2)? — 3 (a? H be) — 27... (4) 
=(e? + 5e H 493 —2 (a? + 5)? — 24 (ew? + Or) —64 (b) 
De veelterm (2? + 5e)? —3(e? + óe) — 27 uit 
(a) = (#?° + 52) (2? + Óz — 3) — 27 
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wordt grooter, als # grooter wordt. Voor z==1 is hij nega- 
tief, maar voor 22 is hij positief, dus is P > (x? +-5x-3)?, 
voor z == 1 uitgezonderd. 

Uit (6) volgt dadelijk, dat P (#2 +4- 5e + 4)3, 

Derhalve is de geheele 3e-machtswortel uit P gelijk aan 
z* + öór +3, wat te bewijzen was (uitgez. © = 1], 


Toepassingen. 


1. De eerste stelling volgt direct uit de bewezen ongelijk- 
heid (2? + 5x + 3)3 CP {(e? +óz-t 4)3. Alleen moet nog 
onderzocht worden het geval, dat #=1 is. Daar 

IX2XxB8X4X5X6== 720 
geen volkomen 3e macht is, is de stelling volledig bewezen. 

2. Daar #-3603600 = 153, te klein en op 1 nauwkeurig, 
moet men hebben #? + 5x + 3 = 153 of (x + 2) (w +3) = 156 
—12X13, dus s—=10. De zes gevraagde getallen zijn dus 
105 14 12052130 TEER 

3. We moeten zorgen, dat gelijk worden de producten 

zet De +2) (we +3) (a + De +5) == (y +1) W +2) 

De derdemachtswortel uit de grootste volkomen derdemacht, 
die kleiner is dan het tweede lid, is y, want 

ytlP =yt +2 1D yy +2). 

Dus moeten we hebben «? + 5e 4-3 =y, derhalve wordt 

de eerste vergelijking 
v(vhl)(e +2) (r + 3) (z +4) (x + 5) 
—=(at +2 A3) (4? + or + 4) (2? + Dr + 5) 

of ze +2) (we +3) (we +5) = (a? + br +3) (w? + br + 5) 
(22 +52) (0? + br + 6) = |: + 5e) + 3) | ar + rv) + 5 
(2? + 52)? + O(@? + 5e) = (2? + 54)? + B (ev? + 5e) 415, 
wat onmogelijk is. Alleen voor het geval #=1 is dus wel- 
licht nog eene oplossing te vinden. Daar 1.2.3.4.,5.6 = 720 
en P'720 =8, hebben we te onderzoeken of 

1425 BRD Oem HOND 

Tweede oplossing. 


Wordt de geheele 3e machtswortel uit t product van 6 op 
elkaar volgende getallen voorgesteld door 2? + 5e +3, dan 
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ligt deze wortel tusschen z? 4 5x J- 3 en 2? J- Ov d-4 == 
(4-1) (rx 44), en het gedurig product der 6 getallen tusschen 
(2? H- ör +3) en (e+ 1? (w@H-4)?. Als wij derhalve dit 
laatste bewijzen, is aan ’t gevraagde voldaan. 
Zij z het kleinste getal, dan is ons ged. product 
eed 1) 2) (a +3) (e H4) (we + 5e). 
Indien #(r +1)... (ed 5) (we H- 13 (we + 4)? 
dan is, na deeling door (z J- 1) (w + 4) 
vlet) (e J3) (re +5) (ed 1 (2 +4)... (1) 
Nu is in ’t algemeen y(y +2) < (y + 1)?, want 
yy 2) =y* + 2y 
y-1)? =y? HW H-1 of in woorden: 
’'t Prodact van twee getallen, die twee verschillen, is 1 kleiner 
dan ‘t vierkant van hun rekenk. midd. evenr. 
In (1) is dus zr (e +2) ((@ + 1)? en (x + 3) (e+ 5) (we +4)? 
Hieruit volgt de waarheid van de ongelijkheid (1). 
Bewijzen we nu (z? + 5 +3)? Ce (w 4-1). ……(r +5) (A) 
7 Oa F3) Ca (a F5) X (wr +1) (e H 4) X (w + 2) (w +3). 
Wij hebben nu: 
v(ad5)=rt tr —=a3 
(el) (aA) = 02 Hbrd-4 == at-1 Vals westellen nrtbr-3za 
(e-2)(e3) = 22 H-5rd-6 = 0-3 
Nu moeten we bewijzen, data? ( (a —3) (a + 1) (a +3) 
of a5 {at Ha? —Da— of 4? — Ia —9 0 
„a(a—9)—9 0 
„ala —9) 0. 
Deze ongelijkheid is alleen waar. 


Alsa —9 )0*), en dus a ù 10 is. Dit sluit zich aan bij 


t voorstel, waarin # — 1 uitgezonderd wordt. Immers voor 
t == 1lzoua = 0? + ör J-3 == Izijn, Voor elke grootere 
waarde van we is dus steeds a > 10. Van deze ongelijkheid 
teruggaande komen we tot (A). 


Toepassingen. 1. We zullen bewijzen, dat (a + 3) (a +1) 
(a— 1) nooit een volkomen 3e macht kan zijn. 


*) a is steeds een geheel getal, omdat # zulks is. 
De Vriend der Wiskunde. IX. 12 
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Een volkomen 3e macht kan òf ontbonden worden in 3 gelijke 
factoren of bovendien in 3 ongelijke factoren ; in dit geval is 
een kleinere factor steeds een deeler van een der andere, In 
(a 43) (a +1) (a —1) zijn geen der factoren gelijk. Nu ver- 
schillen a +3 en a — {1 vier en a— 1 is minstens 10 — 1 = 
9. Hieruit volgt, dat a — 1 niet deelbaar isop a + 3. Doch 
laten we een alg. bewijs geven. 

n is deelbaar op pn, pn —n=n(p —1). Als p = lis, zijn 
beide getallen gelijk; is p > 1 dan is ’t verschil der getallen 
gelijk ’t kleinste getal of een veelvoud er van. — Volgens dit 
bewijs zijn de 3 fact. in (a+ 3) (a +1) (a — 1) ond. ondeelb. 
Nemen wij nu in dit ged. prod. a = a? + 5e + 3, dan komen 
we tot ons oorspr. ged. prod. 

zo 41) (er +2) (a + 3) (w +4) w + 5). 

Toepassing. 2. B 3603600 = 153 ,.... derhalve z? J- ox + 
3 —= 153. Lossen we hieruit z op dan vinden wer —=10. De 
gevraagde getallen zijn dus 10, 11, 12, 13, 14 en 15. 

Toepassing. 3. Uit ’t voorgaande is gebleken, dat elk ge- 
durig product van 6 op elkander volgende geheele getallen 
voorgesteld kan worden door den vorm (a + 3) (a + 1) (a — 5) 


of door 3 gedeeld en 5 =d door (b + I) (5-5). Ware 


de middelste factor — b dan hadden we hier 3 opeenvolgende 
geheele getallen, als a = 3voud nu echter is dit niet ’t geval. 
Wanneer dus een ged. prod. van 6 op elk. volg. geh. getallen zoo- 
danig in 3 factoren ontbonden is, dat de grootste en de kleinste 
factor 2 verschillen, zal steeds de middelste factor grooter zijn 
dan de rek. midd. evenr der beide eerste. Aan ’t gevraagde 
kan dus wiet voldaan worden. Voor # == 1 vinden we ’t eenige 
bestaanbare geval : 
IX2XxX3XAX5X6=8XKI Xx 10. 


L. W. vaN DEK LEE. 


1009. Van een trapezium, dat om en in een cirkel kan be- 
schreven worden, is de hoogte gelijk aan delijn, even- 
wijdig aan de evenwijdige zijden, die het trapezium in 
twee gelijkvormige trapezia verdeelt. D. J. M,. 
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Oplossing. 

Volgens No. 996 is BL 
= AD X BC, 

Zij nu GH de lijn, die 
het trapezium op de ge- 
geven wijze verdeelt, dan 
zijn de figuren AGHD en 
BGHC gelijkvormig, dus: 

AD: GH =GH:BC 
of GH? —=AD Xx BC 
en GH =t/AD Xx BC —= 
BL, hetwelk bewezen moest 
worden. 





D. J. M. 


1010. Van een rechthoekig trapezium snijden de diagonalen 
elkander onder rechte hoeken. Bewijs dat de recht- 
hoekszijde gelijk is aan de lijn, evenwijdig aan de even- 
wijdige zijden, die het trapezium in twee gelijkvormige 
trapezia verdeelt. D. J. M. 

Oplossing. 

Zij GH de bepaalde deellijn, dan 
is volgens no. 1009 

GH =1/AD x BC, 

Trek uit B de lijn BK evenwijdig 
aan de diagonaal AC, dan is de 
hoek KBD == 90° en derhalve 

AB? = AK x AD = AD x BO, 

want AK zal — BC zijn, omdat AKBC een parallelogram is, 

dus AB =17 AD x BO == GH, hetwelk bewezen moest worden. 
D. J. M. 


1011, Welke zijn de waarden van # en y in de vergelijkingen 
rg) (e? —yt)==a en (ed-y)(e? Jy) =b. 
(Eerr en Nreuwnuis, Pract. Algebra II, blz. 43, no. 23.) 
J. C, Bern. 





Oplossing. 
De beide vergel. kan men op de volgende wijze omzetten 


ehy) eg)? Za. … « « (9) 
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et) (e + 9)° — day | =4(P), @ 4-9) | (e +9)" — Zy =b 
Het quotient dezer laatste vergelijkingen is 
wy —2ay _b 
@ Hy day a 
waaruit a(z-y)? —2azy =b(e J-4)* — 4bay 
dt) bek) 


of zy = nen 7 ln y)* 
Deze waarde in (#) geaard oo 
(+9) EH) Let) =0 
(ar +9) X TE S == 
of (z H- 9) = 2 —a 


et ys=B (2b — a). 
Brengt men deze waarde in (q) over, dan verkrijgt men: 


a 
EEE BLIES) 
qa. 


B (2b —a) 
waaruit zi [bb —a) tr 


of Tym EN 


q 
B (2b —a) 
1 a 
Sg Pedra | 
J. C. Eerr. 
Met deze bewerking stemmen overeen die van B, C, K., 
J. B. Barker en L. W. v. Dn. Len. 


1012. Herleid den volgenden wortelvorm 
[art oral] 


ee era 04205 | 
(Eeer en Nrieuwmuis, Pract. Algebra II, blz. 16, no. 6.) 
J. C. Beer, 
Oplossing. 
Vereenvoudig eerst 
v (10 + 25) 
stel adyz=d, 2vaymy (10 H25) 


181 


dan is Tv? Hay J-y? —=16 
4ay = 10 + 2/5 


(w—y? =6— 25 


v—yzm=ldrj 
vdyz=it 
3d 1/5 5B_—yv5 
ze y Tk 


ed Ve 145 
BMR In MOREE Ten 


5_— 5 VE 
ee es Eb — 
VI v B ol 
Hierdoor verandert de breuk in … 


zits (05) 


v 2 2 BR 
paitr5  v(l0— 25) 
2 2 
85 +1 (10 — 5) 
ö+rö—-rv(10— 25) 
teller en noemer vermenigv. met 
5 Hrvö ty (10 — 2-5) geeft 
15 — 55 + 3/5 — 5 +81 (10 —25) 
30 + 1015 —10 +25 Se 
ee 10 — 2/5 +81 (10 — 2/5) 


20 +125 

el ee 
je +5 
EE + 3 5) (10 — 2/5) 
OENE TE Zee RAT Td ve Uther EET. 
if Td a (10 — 215) 
ende) DEINE TOR Len PS RDA 
=V -— 10 +55 + 2 (250 — 1101 5) 

Ki 10 


=p VI 10+ 5OW5 +20 w/ (250 —1104/5)|. 
ie J. C. Eeen. 
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1013. Bewijs, dat het verschil der vierkanten van 2 oneven 
getallen altijd deelbaar is door 8; en dat elk vierkant, 
waarvan het cijfer der eenheden 6 is, een oneven cijfer 
op de plaats der tientallen heeft. 

(J. Versuuys, Deelbh. 55 en 56.) (XXX) 
Oplossing. 
a) Zijn 2m +1 en 2n 1 de 2 oneven getallen, dan is 

(2m H- 1)? — (2n HJ 1)? = (2m F1 HJ An HI) (Am 121) 

—=2(m J-n J- 1) X 2 (mm + 1) 
== 4 (mm + n) (Mm J-n +1). 
Nu zijn (mm) en (mn J-1) twee op elkaar volgende 
geheele getallen, waarvan er dus een even, d.i. door 2 deel- 
baar is, zoodat 4 (m +») (m J-n J-1) door 4 x 28 deel- 
baar moet zijn, dus: het verschil der vierkanten van twee 
oneven getallen is deelbaar door 8. 


b) Van de getallen van een cijfer hebben alleen het vierkant 
van 4 en 6 het cijfer 6 op de plaats der eenheden. 

Men kan door gebruik te maken van het ilatie-teeken 
(De Vriend der Wiskunde, II, blz. 223) de getallen, waarvan 
het cijfer der eenheden eene 4 of 6 is, voorstellen door 
frl en Dö | 

Men heeft dan 
la 4]? = (10a + 4)? 

== 1004? + 80a + 16 

== (1004? + 80a + 10) + 6 

= 10 (104? + 84 +1) +6 

== oneven aantal tientallen + 6 eenheden 

==een getal, dat een oneven cijfer op de plaats der tien- 
tallen heeft. Ook is 

Db 6|? —= (105 + 6)? 

— 1006? + 120b + 36 

—= (10052 + 1205 + 30) + 6 

— 10 (1052 + 12b +3) +6 f 

—= oneven aantal tientallen + 6 eenheden 

== een getal, dat een oneven cijfer op de plaats der tien- 
tallen heeft. 
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1014. Construeer een driehoek, wanneer gegeven zijn: 
a) de basis, de verhouding der opstaande zijden en de 
hoogte ; 
| b) de basis, de verhouding der opstaande zijden en de 
tophoek. 
Meth. opl. Mtk. vrgst. $ 53, 1 en 2.) 
Beg. d. Nieuw. Mtk. S 16, 14 en 15.) 


Oplossing. 


(J. VersLuys, 


a) Zij AB de basis. Neem twee lijnen AP en PB, zoodat ze 
samen > AB en hun verschil < AB, en zich verhouden als 
de opstaande zijden; beschrijf dan A ABP, trek de bissec- 
trice van / P en zijn buitenhoek, bepaal de snijpunten D en 
D’ van deze deellijnen met AB of haar verlengde, en con- 
strueer den cirkel met DD’ als middellijn. 

Deze is de meetk. pl. der toppen van de AA , wier basis 
is AB en wier opst. zijden zich verhouden als AP: PB. 

Richten we ergens in AB een loodlijn A = de gegeven 
hoogte op, trekken we door haar top een lijn // aan AB, 
zijn C en C' de snijpunten met den cirkel op DD' dan zijn 
ACB en AC'B de gevraagde A A. 

Aan de onderzijde van AB kunnen wij er ook 2 vinden, 

_congruent met de reeds gevondene. 


Bh — S DD' dan vinden wij aan elke zijde van AB 1 driehoek; 


is h >) _ DD, dan geen een; is h (à DD’, dan twee. 
H. VERHAGEN. 


b) We construeeren eerst de meetk. plaats van de toppen der 
AA, die op de basis AB staan, en wier opstaande zijden 
zich verhouden als AP en PB. Vervolgens construeeren wij 
het segment, dat AB tot koorde heeft en den gegeven top- 
hoek bevat. De gemeenschappelijke punten (aan weerszijden 
van AB één) der meetk. pl zijn de toppen der gevraagde A A. 


H. VERHAGEN. 
Tweede oplossing. 


Gegeven: tophoek C, basis AB en de verhouding van AC 
en BC. 
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Constructie. Neem een hoek DCE gelijk den gegeven hoek. 
Pas op de beenen van dezen hoek twee stukken CD en CE 
af, wier verhouding gelijk is aan de gegevene. Verleng ED 
tot F zoodat EF — AB. Trek uit F'//BE een lijn FA, die 
CA ergens in A snijdt. Trek uit A//DE een lijn AB, die CB 
ergens in B snijdt, dan is AB —= EF, zoodat A ABC de ge- 
vraagde is. Immers AC: BC = CD: CE, 

L. W. van per Leer. 


1015, Voor welke waarde van 1 zullen de beide wortels van 
v gelijk zijn in de vierkantsvergelijking: 
or 7 4m? — 1Oma J- 14m —=0. 
(Lit. Math. ex.) 
Oplossing. 
Als in de vierkantsvergeliĳjking #2 + pe + q = 0, waarin 


DE —3 Det vl ip), de som onder het wortelteeken 


nul is, gaan de beide wortels over in # —= — 5 p. 
In de gegeven vergelijking #2 ++ 7 + 4m? —1Ome + 14mm —=0, 


zullen dus de beide wortels van # gelijk zijn, als 


(5m)? — (4m? H- 14m J- 7) 


nul is, d. í. voor de waarden van 1 in de vergelijking 


21m? — 14m J7=—=0, waarinm = 1 en — zi 


Voorm == 1, zijn de wortels van z beide= 5 
2 
» Ere peep » nt Wein Te 
Voor m==l en m—=— , zijn de beide wortels van « gelijk. 


E. C. K.; v. op. War & VerBorenH. 


1016. z op te lossen uit de vergelijking : 
2x 2 f 
B zi nS 1,5. 

Bereken de waarde van het antwoord door logarithmen. 


(Lit, Math. ex.) 
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Oplossing. 
Verhef de vergelijking tot de 15e macht, dan is 


Ik é (5)'= (155) 15. 


Verder 5 log 7 — 3 log 55 =— 15 log 1,5 


9 (log 2e — log 7) — 3 (log x — log 19) = 15 log 1,5 
Voor log z =p 
5 (log 2 + p) — log 7 | — 8 (p — log 19) = 15 log 1,5 
S (log 3 — log 7) Hp —3p + 3log19 == 15 log 1,5 
_Îölog 1,5 + 5log7 — blog 2— 3 log 19 
Nn ted 
Uit log 1,5 — 0,1760913, log 7 — 0,8450980, log 2 = 0,3010300 
log 19 —= 1,2787536 vindt men p = log z — 0,7627243, waaruit 
® — 5,7906. 
V.p, War & VerBorer ; P. Hoekstra; EB C.K; 
L. W. vaN Der Lee, 


1017. Van een driehoek zijn de zijden: a=13, b=14, 
c=l5eM. Door het middelpunt van den ingeschreven _ 
cirkel is eene lijn getrokken, evenwijdig met de zijde b. 
In welke verhouding wordt de oppervlakte van den 
driehoek door die lijn verdeeld ? 
(Lit. Math. ex.) 


Oplossing. 


Zij M het Et van on ing. cirkel van A ABC, 

DE//AB, CF 1 AB en CH DE, dan is 

TA B 

or == da0Mi tf 5 i= = 4cM. 
CH =CF — r = 8cM, zoodat 

ik ABC: A CDE —= CF?: CH2 122: 82 =9:4 
‚ waaruit volgt dat A ABC : trap. ABDE = 9: 5 
en A CDE: trap. ABDE = 4: 5. 

L. W. v‚ p. Leze; V. p. War & Versoren; J. B. BAKKER, 
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1018. Een driehoek te construeeren waarvan gegeven zijn: 
de basis, een aanliggende hoek == 36° en de som der 
opstaande zijden. 

(Lit. Math. ex.) 
Oplossing. 


Van A ABC is gegeven de basis AB, / BAC == 36° en 
AC + BC = AD. 

Constructie. 4 A is een middelpuntshoek van den regelm. 
ingeschr. tienh, waarvan de zijde — groote stuk van den in 
uit- en middenevenr. verdeelden straal. Neem op het eene been 
van het hoekpunt A af een stuk — de basis AB en op het 
andere een stuk AD == som der opst. zijden. Vereenig D met 
B. Trek BC zoo, dat / CBD = 4 CDB, dan is BC = CD. 
Nu is ook AC +4 BC =AC + CD == AD, bijgevolg is A ABC 
de gevraagde. Bij het aannemen der gegevens lette men er 
op, dat AD > AB zij, dan is de constructie steeds mogelijk. 

V.p. War & VerBoran; E.C.K.; L. W. vaN DER Les. 


1019. Bepaal de meetkundige plaats der punten, die men 
krijgt, als men eenzelfde punt vereenigt met de punten 
van een rechte lijn en de vereenigingslijnen in een be- 
paalde verhouding verdeelt. 

Evenzoo van een cirkel. 
(J. VersLuys, Meth. opl. Mtk. vrgst S 52, 2 en 3.) 
Oplossing. 

a.) Zij AB eene lijn, waarvan de punten A, D, E en B 
door rechte lijnen AC, DC, EC en BC met C verbonden zijn. 
Zij F in AC, G in DC en H in EC zóó genomen, dat 
AF:FC =DG: GC == EH: HC. Uit AF: FC == DG: GC volgt 
(AF + FC): (DG + GCO) = FC: GC of AC: DC = FC: GO, 
Nu hebben de AA ACD en FCG den / C gemeen en zijn 
dus vo, waaruit weer volgt 4 CFG == Z A en ook AD// FG 
of AB//FG. Evenzoo GH//AB. 

GH ligt dus in ’t verlengde van FG. Evenzoo HJ in °t ver- 
lengde van FH. De gevraagde meetkundige plaats is dus een 
rechte lijn, die een der verbindingslijnen in de gegeven ver- 
houding verdeelt en // AB is. 
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b.) Zij M een cirkel, waarvan de punten A, D, E en B 
door rechte lijnen AC, DC, EC en BC met C verbonden zijn. 
Zij F in AC, G in DC en H in EC zóó genomen dat AF : FC 
—= DG : GC = EH: HO. Uit AF : FC == DG: GC volgt 
(AF + FC) : (DG + GC) = FC: GC of AC: DC = FC: GC, 
Nu hebben de AA ACD en FCG den Z C gemeen en zijn 
dus ze. Evenzoo bewijzen we de gelijkvormigheid van de A A 
DEC en GHC en van EBC en HJC. Uit ’t voorgaande volgt, 
dat de punten F,G, H en J op den omtrek liggen van een 
cirkel m, die met den gegeven cirkel M het punt C tot ge- 
lijkvormigheidspunt heeft. 

Lag C binnen den eirkel in C!, dan had men de lijnen 
AC!, DC!, EC! en BC! in de gegeven verhouding te ver- 
deelen en door de deelpunten F1, G!, Ht en Jt een cirkel m! 
te beschrijven, die met den gegeven C1 tot gelijk vormigheids- 
punt heeft. De cirkels m en mt zijn nu (volgens eig. van 
cirkels met hun geliĳjkv. punten) de gevraagde meetk. plaatsen. 

V.p. WaL & VerBoran; A.J. Jansen; L. W. van Der Lee. 


1020. Gaat van twee cirkels de eene C, door het middelpunt 
O van de andere C,, dan zal voor elke raaklijn aan 
C,‚, die C, in de punten A en B snijdt, steeds OA 
X OB constant zijn. H. SreRsMa. 
Oplossing. 

Bewijs : Verbinden we het 
middelpunt O met het raak- 
punt D, en trekken we uit 
O de middellijn van den 
eirkel C,, die hem in E ont- 
moet, vereenigen we E met 
B, danis AOADm AOQEB; 
beide rechthoekig en / A= 


1 
n= 5 boog OB, derhalve: OA :OE= OD: OB, waaruit 


OA Xx OB = OEXxXOD = 2 x het prod. der stralen d. í. con- 
stant. H. SieRsMA. 





Aanteekening. Trekt men in het algemeen uit een punt P 
eene rechte lijn naar een punt A eener gegeven kromme lijn 
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K, en verdeelt men dan deze lijn PA door cen punt a zoo in 
twee deelen, dat Pa : PA == m : n, dan is de meetkundige 
plaats der punten a eene andere kromme lijn k, welke met K 
wm is, Is de gegeven lijn K eene rechte lijn of een cirkel, dan 
is de daarmee gelijkvormige lijn k ook eene rechte lijn of een 
cirkel. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" October 1894 franco 


1041. 


1042. 


1043. 


1044. 


1045. 


bij den Redacteur A. J. vaN BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


a) Om een A ABC is een cirkel beschreven; de drie 
cirkelsegmenten worden, om de zijden van den A 
als as, naar binnen gewenteld. Bewijs, dat de drie 
omgewentelde bogen door één punt D gaan. 

b) De middelpunten M,, M,, M, der drie nieuwe 
bogen zijn de hoekpunten van een A , wiens zijden 
gelijk en evenwijdig zijn aan die van den oorspron- 
kelijken ; het snijpunt D is het middelpunt van den 
omgeschreven cirkel van dezen nieuwen A. Bewijs, 

c) De lijnen AM,, BM,, CM, gaan door één punt. 
Bewijs. C. A. Crror. 

Hen vierhoek is in een cirkel beschreven; wentelt men 
de vier segmenten om de zijden naar binnen, dan zijn 
de snijpunten der omgekeerde bogen de hoekpunten van 
eenen nieuwen vierhoek, die congruent is met den oor- 
spronkelijken. De zijden van den nieuwen vierhoek zijn 
evenwijdig met de overeenkomstige zijden van den oor- 
spronkelijken. Bestaan er nog meer betrekkingen tus- 
schen beide vierhoeken ? C. A. Ciror. 

In een driehoek een punt te bepalen zóó dat, wanneer 

men uit dat punt loodlijnen neerlaat op de drie zijden, 

de voetpunten dier loodlijnen de hoekpunten zijn van 
eenen driehoek, die gelijkvormig is met den oorspron- 
kelijken. C. A. Ciwkor. 

De middellijn van een cirkel heeft men aan de eene 

zijde zoover verlengd, tot dat het stuk buiten den 

cirkel = „R (R de straal van den cirkel) wordt. Uit 
dit eindpunt trekt men een raaklijn aan den cirkel en 
uit het verkregen raakpunt een loodlijn op de middel- 
lijn. Bewijs, dat deze loodlijn de middellijn verdeelt 
in de stukken (2 EER en Ae JR. de 
In een gegeven cirkel een A te beschrijven, als ge- 





1046, 


1047. 


1048, 


1049. 


1050. 


1051. 


1052. 
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geven zijn de middens der bogen, die door de zijden 
van den A onderspannen worden. S. pre Gast, Jz. 
Een punt te bepalen , waaruit men aan twee gegeven 
cirkels raaklijnen kan trekken, die even groot zijn en 
een gegeven hoek vormen. | 
(GRAVELAAR, Plan. 394.) H. SrersMa. 
In den scherphoekigen A ABC is de ingeschreven cirkel 
beschreven en zijn de raakpunten D, E en F' vereenigd. 
Men vraagt nu: 
a) de lengte der zijden van dezen ingeschreven A DEF 
te berekenen, als die van A ABC gegeven zijn. 
b) de lengte der zijden van A ABC te berekenen, als 
die van den ingeschreven A DEF gegeven zijn. 
v. D. War & VerBOrGH. 
In een der zijden van een A een punt te bepalen, 
zoodanig, dat, wanneer uit dat punt lijnen evenwijdig 
aan de andere zijden worden getrokken, van dien A 
een parallelogram wordt afgesneden zoo groot mogelijk. 
| L. W. vaN DER Lier. 
Bewijs het theorema van Pyrracoras voor een stomp= 
hoekigen driehoek door de leer van den cirkel en twee 
snijdende lijnen. 
(Eindex. Gymn. Doetinchem, 1894 ) 
Werkstuk. In een rechthoek is een diagonaal getrok- 
ken, alsmede de loodlijnen uit de beide andere hoek- 
punten op die diagonaal. Indien nu de lengte dezer 
loodlijnen , benevens de afstand hunner voeten bekend 
is, vraagt men hieruit de zijden en den inhoud van 
den rechthoek te berekenen en de figuur te constru- 
eeren. J. C. Ecer. 
Welke zijn de wortels der vergelijking : 
3 — 8? Jr J 42 50. J. C. Eerr. 
Bepaai de limiet van de som der oneindig voortloo- 
pende reeks 


LE VOND 47 4 5 
Sz tatgtigt agt enz... 


(J. VersLuys, Rek. vrgst. voor meergev. bl. 88, no. 17.) 
H, VERHAGEN, 


_ 1058. 


| 1054. 
| 
| 





1055. 


1056, 


1057, 
1058. 


1059, 
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P heeft 80 KG, thee van f 3 en 22 KG. van f 2,40, 
Hij vermengt die in twee partijen en wel zoo, dat de 
eerste een waarde van f 2,90 en de andere van {280 
de KG. verkrijgt. Hoeveel KG. van elk heeft hij voor 
ieder mengsel genomen. H. VERHAGEN. 
(Idem, bl. 54 no. 14.) (Rotterdam , 1887.) 

Los x en y op uit: 


1 Eik 
(ae—r3)*: (ars) t= \| 5 — (e9)13/ 
en wviI723xiv(y—2w)=llr (y — 22). 
(Ex-Eischen, 1890, bl. 17 no. 5.) P 
Een trein heeft ‘een snelheid van 16 M. per sec. Op 
een gegeven oogenblik hoort een wachter een signaal 


: 5 2 8 
van dien trein en 31- sec. later gaat de trein hem 


voorbij. Als men de snelheid van het geluid stelt op 
330 M. per sec , hoe ver was dan de trein van den 
wachter, op het oogenblik, dat het signaal gegeven werd ? 
(Adelborst , 1894.) 

A en B gaan elkander gelijktijdig uit X en Y te gemoet. 


Als zij elkander ontmoeten heeft A het 2 deel van den 


weg afgelegd, Was A al uur vroeger dan B op reis 


2 
el 4 14 
gegaan, dan zou deze bij hunne ontmoeting het 5 


deel van den weg hebben afgelegd, In hoeveel uur kon 
B den geheelen weg afleggen ? 

(Adelborst, 1894.) 

Een gegeven driehoek ABC wordt toegevouwen zoo= 
danig dat het hoekpunt A in het midden van BC komt 
te liggen ; bereken de lengte der vouw. 

(Adelborst, 1894.) 

Hoeveel tienhoeken zijn er, die tien gegeven punten tot 
hoekpunten hebben, als men ook tienhoeken meetelt, 
waarvan de omtrek zich zelven snijdt ? 

(J. VersLuys, Lrb.d. Alg. IL, S 289, 18) Wa. 
Hoeveel maal komt de factor 6 en hoe dikwijls de fac- 
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tor 8 voor in het gedurig product der getallen 1, 2, 

3, 4, 5, enz. tot en met 96 ? 

(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br. 43.) Bels 
1060. Het verschil van twee getallen, die uit dezelfde cijfers 

bestaan, wordt voorgesteld door 457062. Welk cijfer 

moet op de plaats van het teeken (J staan ? 

(J. VersLuys, Deelbh, & Rep. br, 43.) B. G. 


Iets over het trekken van een derde-machtswortel uit 
een complexen vorm. 


Misschien heeft het dezen of genen der lezers van dit Tijd- 
schrift gespeten, dat ik bij de oplossing van vraagstuk 
232. „Oplossen: 2? Jy =d en y? Ja—=3". 
(„De Vriend der Wiskunde’ VII, 1892, bl. 229) zoo plotse- 
ling ben geëindigd, toen de waarde der hulponbekende was 
gevonden, en eenvoudig gezegd heb: „en hieruit, nl. uit 


RER 173 +3 — 1407 

js 54 é 
kunnen achtereenvolgens u, z en y berekend worden”, zonder 
dien weg aan te wijzen. Thans wil ik hieraan toevoegen , 
dat die bewerking zoo ontzettend omslachtig is, indien de derde- 
machtswortel uit de gevonden waarde voor v niet te trekken is. 
Teneinde duidelijker te zijn zal ik eerst hier een voorbeeld 
behandelen van eene vergelijking met bekende wortels, om 
daarna op het genoemde vraagstuk terug te komen. Nemen 

wij daartoe de vergelijking : 

23 — Ur? J150x — 200 —=0, 
waarvan de wortels 2, 5 en 20 zijn. Handelen wij echter , 
alsof wij die wortels niet kennen. In dat geval verdrijft men 
altijd den tweeden term, door x gelijk te stellen aan eene 


id EE 
andere onbekende vermeerderd met 5 van den ecoëfficient van 


den tweeden term met het tegengestelde teeken ; dus # — y9. 
Door deze substitutie wordt de vergelijking : 
(YH 93 — 27 (y +9)? + 150 (y + 9) — 200 —= 0 
of YSJ 27y? + 243y +729 — 274? — 486y — 2187 + 
+ 150y + 1350 — 200 —= 0 
of y3 — 93, — 308 —= 0. 


ee 


App Te 
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Om A DE de eerste macht van y te veerijvenn stelt men 
e= 2 +2 En BN Tent kan men ook weder een algemeenen regel 


maken). Na wordt de vergelijking 
31)? st 
(245) —9%3 ie ) —308—0 





2883 len 2883 
of 
of 23 J 2971 — 308 = 0 
waaruit — 30822 —J- 29791 =0. 


Deze vergel. en van den tweeden-graads vorm, waardoor dus 
z3—=154 Er (1542 — 29791) 
—=i54 dt 451 —3 
waardoor zb (154 4451 — 3). 
Om te onderzoeken of deze wortel te trekken is, stellen wij 
den wortel voor door a d-1/b, waardoor 
atb (154 +45 17 — 3) 
waardoor a? + 34? vb J-3ab dt by bz 154 44ir —3, 
Als deze vergelijking waar is, dan vinden wij in de leer 
der wortelgrootheden, dat 
as J-3ab == 154 en 34? vb byb—=4ii —3 moet zijn. 
Nu moet onderzocht worden, of uit deze vergelijkingen de 
waarden van a en b te vinden zijn. Eene algemeene oplos- 
sing met de beide vergelijkingen heeft mij nooit tot een resul- 
taat gebracht; wel echter proefnemingen met éóne der verge- 
lijkingen. Als gemakkelijkste weg nemen wij de tweede vergel,: 
(Ba +-b)yvb=z= 4517 —3 





Stellen wij hierin Eben 3 38 
dan is 3a2 J-b= 18 
en daar Bee ras b=— 185 

$ 3 
ZOO Is dat, (136 
d 
1 
2 sen nd 
a = 125 
1 
men we 
a 35 


De Vriend der Wiskunde. IX, 13 
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ej ee 
dus advb= En 


Om te onderzoeken of de beide antwoorden voldoen, nemen 
wij de eerste vergelijking : 
as + 3ab—=154 of a (a? + 35) = 154. 


Stellen wij de gevonden waarden a—= + 5 b=— 18, - 


dan zullen wij zien, dat alleen de negatieve waarde van a de 
vergelijking identiek maakt. De gevonden wortel is dus 


zl 445 3) KS, 
Substitueeren wij deze waarde in y = a dan verkrij- 
gen wij: | 
Wanten dae 62 
Bie: 2 —_1dörv—3 
lt POT Spr EE RNN 
Ee Br leken rutte 5 nae 
Eindelijk is z=ygyj0=—1+9=2, 


waardoor één der wortels van de derde-graads vergelijking 
gevonden is. 
Nu kan men in de hulpvergelijking 
(Ba? d-b)vb=—4ör —3 


ook stellen vb= 38 v—3 
waardoor 3a? J-b—=—15 
b=—=— 27 
Str 12 
ost 


Onderzoeken wij weder welken dezer wortels de andere ver- 
gelijking a (a? + 3b) = 154 identiek maakt, dan vinden wij 


a(a? +-3b)= 154 
dE 2 (4 — 81) = 154 
waardoor a = — 2 moet genomen worden. Hierdoor is 


zzadvi=-2J3r—8 


31 
VE Tarn 
S1(—2 3) 


of y= d 
waardoor #=y J-9 =5 de tweede wortel is. 
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Eindelijk kan men in de hulpvergelijking 
(Ba? Hb) b—=451 —3 


ook stellen vb= 5 3 
waardoor 3a? +5 == 90 
3 
en daar nu Rl 
4. 
$ be 
ZOO 18 3a? = 90 i 
waardoor ee bn. 


Bij onderzoek zal blijken, dat alleen de positieve waarde 
van a aan de andere vergelijking Eer Ee dan is 
a (a? + 35) = 5; (305 — al i) 5 X 28 — 154, 


Hierdoor is 





laut hen he dn en 
REEDS 29) 

en mean 

| En ld er PE 


en v=yhI= ki 
De drie wortels van de gegevene vergelijking zijn nu ge- 
vonden. Alle zijn zij gevonden door vb gelijk te stellen aan 
de wortelgrootheid, die in den vorm voorkomt, vermenigvul- 
digd met den eenen of anderen coëfficient ; hier hebben wij 
genomen vii 3, 3 —3, ss, Hadden wij 
eene andere waarde genomen, bijv. vb =1” — 8, dan zou- 
den wij a — 4 gevonden hebben, maar dan zou a (a? +- 3b) 
=4(16 — 3) —=52 geweest zijn, en niet 154 zooals de eerste 
vergel. eischt. Men ziet, dat deze methode geen zuivere wis- 
kunde is, maar toch een middel, waarvan men zich veilig 
bedienen kan om den kubuswortel uit den tweeterm te vinden. 
Keeren wij nu naar het antwoord van vraagst. 232 terug. 
Wij vinden daar 


Sr WE a 


LTS 407 
AET rek 
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Stellen wij nu hier ook, evenals in het En voorbeeld, 
a3 J- 3ab = en en (3a° +b)yvb= — 1407 


dan kan men er vb geen andere Sed, kiezen dan 
v/— 1407 voorzien van den eenen of anderen coëfficient, om- 
dat anders de tweede factor 3a? +5 niet rationeel wordt; 
geen der waarden echter, die men voor v/b kiest, zal met de 
correspondeerende waarden voor a aan de andere vergelijking 
voldoen. 

Men mag dus onderstellen, dat de gevonden waarde voor 
v niet vereenvoudigd kan worden. Bovendien vinden wij uit 
de som der derde-graads vergelijkingen, dat elke imaginaire 
waarde die men voor v vindt, bijv. v =p tv’ —g, een 
rationeele waarde geeft voor z en in dit voorbeeld dus ook 
voor y. Deze kan echter niet bestaan, daar r—= 2 en y—=l 
de eenige rationeele waarde is, die aan beide vergelijkingen 
voldoet. Daardoor is men dus verplicht om 
DTe 228 54 5 

Iv 54 9 P(17343 1 —1407) 

te stellen. De herleiding van dezen vorm levert echter eén 
nog grooteren wortelvorm, die bij teruggaande herleiding op 
x behouden blijft. 


J. C. Earr. 
Schriftelijke opgaven van het examen voor Adelborst, 
Mei 1894. 
Eerste dag. 


Rekenkunde (van 2.30—4 u). 


De vraagstukken op te lossen zonder behulp van age 
iS naar verkiezing. 


bk 3 
23 \3461538 (0,6 4-1,259) 5 “7 “0 ‚615384 
et td pe nt 
dn ; -:6,5 
9 00 


2. Van eene evenredigheid is de reden 1 ‚ het product 


van de termen der eerste reden 875 en het verschil van de 
termen der tweede reden 18, Welke is die evenredigheid ? 
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3. Iemand heeft twee kapitalen groot f 12000 en f 7000 
op interest gezet. Na verloop van zekeren tijd ontvangt hij 
van het eerste f400 en van het tweede f 245 rente. Als het 


kleinste kapitaal 7 °, 's jaars meer rente geeft dan het grootste, 


vraagt men tegen welk percent elk kapitaal uitstaat. 

4, (Geplaatst onder no. 1056.) 

5. In eene kamer 55 dM. in het vierkant ligt een kleed, 
dat / 399,36 kost; de rand kost 16 cent en het binnenste kleed 
12 cent den dM?. Hoe breed is de rand ? 


Tweede dag. 


Stelkunde (van 9—10.30 u). 


Volgorde naar verkiezing. 
1. Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 
Ole dg mene Dg mn 
el Tol ela lar end 
1 7 


De 
r 
2, Zoek het K.G,V. van 
3a? — 13ab +- 1262; 24? — ab — 155* en 
6a3 + 13425 — 13ab? — 2063. 
3. Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 


3. _ diek 
a Îla Ava a dk 


=3 bed 5 
Balen CeCe 
4, Verdrijf de wortelteekens uit den noemer van den vorm: 
1 


_— 


4. 
Bv5—v (dee 43510) 
en vereenvoudig daarna den KE 
5. Trek den derdemachtswortel uit: 843 — 364? b — 48a2c — 
+ 54ab? H 144abe + I6ac? — 2753 — 108b?e —144be? —6403, 


en laat de bewerking staan. 
6. (Geplaatst onder no. 1055.) 
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Meetkunde (van 11—12.30 u.). 


Volgorde naar verkiezing. 

1. Van een parallelogram zijn bekend de lengte der lood- 
lijnen e en !, uit de hoekpunten op de diagonalen neergelaten 
en de hoek tusschen die diagonalen gelijk 45°. Men vraagt de 
zijden. 

2, Construeer een rechthoekigen driehoek, gelijkvormig met 
een anderen waarvan de hypotenusa en de hoogtelijn op de 
hyp. gegeven zijn. 

3. (Geplaatst onder no 1057.) 


Eindexamen Hoogere Burgerscholen Ned.-Indië, 1894. 


Nederlandsch. 


Een opstel te maken over een der volgende onderwerpen : 


1. De spoorwegen in verband met de welvaart. 
2, De examendag. 
3. Geen rozen zonder doornen. 
4, De anarchisten. 
5. Aan het strand. 
Reken- en Stelkunde. 
1. Wat is de waarde van a in aa? Jer — 24 = 0, als het 
b î en di 
verschil der wortels van die vergelijking 37 is P 


Hd (ab a | Syr | (DYE Wad | As 


jare gab) X pe TET (ab) zo| x/aT77 


herleiden tot den eenvoudigsten wortelvorm. 
3. Hoeveel jaren kan iemand een lijfrente van # 1001,50 


genieten, wanneer hij contant f 10000 betaalt en men de 
interest op 4 °/, rekent ? 








Fransch. 


Een opstel te maken over een der volgende onderwerpen : 
1, Guillaume le Taciturne. 
2. Les merveilles du 19me siècle, 





La parole d'honneur. 
Voyager. 
Ma bibliothèque. 
Plani- en Stereometrie. 

1. In een parallelogram verdeelen de lijnen, die een hoek- 
punt met de middelpunten van de twee overstaande zijden 
vereenigen, de diagonaal over dit hoekpunt in drie gelijke 
deelen. Bewijs dit, 

2. Op het grondvlak van een rechten cirkelvormigen kegel 
js een bolsegment geplaatst, waarvan het gebogen oppervlak 
het mantelvlak van het eerste lichaam raakt. Gegeven de 
straal van het grondvlak — 12 en de schuine zijde —= 18, 
hoe groot is dan de inhoud van het deel van den kegel, 
boven het bolsegment gelegen, 

3. Construeer een regelmatigen vijfhoek, als de diagonaal 
gegeven is. 


Pere 


Gonio- en Trigonometrie. 
Zie: Supplement 1894 (blz. 123). 


Nieuw bewijs voor het theorema van Pythagoras 
DOOR 
Dr. pe J. M. 

Zij ABC een willekeurige driehoek, BQ het verlengde van 
AB en CP dat van AC, DB de bissectrix in den hoek ABC 
en BP die in den hoek CBQ. 

Nu is / DBP = 90° en dus BD? + BP? = DP? 

Bewijs. Volgens de eigenschappen der bissectrices hebben wij : 

BD? = AB x BC — AD x DC 
BP? — AP x CP — AB x BC 
dus BD? + BP? — AP xXx CP — AD X DC, 
of BD? J BP? =(AD + DC + CP) CP — AD x DG 
—= AD X CP + DC x CP + CP? — AD x DO. 
Dewijl AD Xx CP —=AP x DC is, zoo verkrijgen wij ook: 
BD?+BP? —= AP x DO + DC x CP + CP? — AD X DO 
= (AD+DCHCP) DC + DC Xx CP + CP? — ACXDC 
= ADXDC+DC2 +CPXDC+DCXCPJCP2-ADxDC 
= DC? + 2CP xXx DC + CP? = (DC + CP)?, 
dus BD? + BP? —= DP? 
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Iets over repeteerende Breuken. 


Bij het doorbladeren van eene der verzamelingen van Wis- 
kundige opgaven, uitgegeven door het Wiskundig Genootschap : 
„Een onvermoeide arbeid komt alles te boven”, viel onlangs 
mijn oog op een vraagstuk, waarvan de mededeeling in dit 
tijdschrift mij niet ongewenscht voorkwam. Zoowel het voorstel, 
als de oplossing zijn van de hand des heeren W. v. Haarst JR, 
onderwijzer in de Renswoudsche Fundatie te Delft; hier en 
daar heb ik mij in den vorm eenige wijzigingen veroorloofd. 


Opgave. 


Zoek door vermenigvuldiging het repetendum van eene breuk, 
die de eenheid tot teller en een ondeelbaar getal tot noemer 
heeft, bij hare ontwikkeling in een tiendeelig gebroken. 


Oplossing. 


1 
Zij de gegeven breuk = „en laat het repetendum, als een 


geheel getal beschouwd, door 10a + b, dus het laatste cijfer 
door 5, voorgesteld worden. Zij verder p het aantal cijfers 
van het repetendum, dan zal men, het repetendum met den 
noemer % vermenigvuldigende en bij het product de eenheid 
optellende , tot som verkrijgen een getal, dat gelijk is aan de 
eenheid, gevolgd door p nullen. 

We krijgen derhalve de vergelijking 


(10a +5) n +1 —10P 
of, na deeling door 10 


bn +1 pl 
waaruit onmiddelijk volgt, dat 
Et 
10 ik f, 


een geheel getal, moet wezen. Deze voorwaarde nu is, omdat 
‚_n een gegeven getal en b een getal van één cijfer voorstelt, 
voldoende, om de waarde van 6 en dus ook die van f te 
bepalen. 
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Í3b +1 


ED Vv. n= 13, dan is f— 10 


‚ waaruit blijkt, dat b 


— 3 en dus f— 4 moet zijn. 

Het laatste cijfer van het repetendum wordt op deze wijze 
dadelijk gevonden en kan, blijkens bovenstaande voorwaarde, 
nimmer 0 zijn. — 

Vermenigvuldigen we nu de leden der vergelijking 

bn + 1 pl 
ANH ta si 
met 5 en tellen we daarna bij ieder lid a op, dan vinden we 
abn Jap CED Eon wore, 


En 





USA 


of da 5100 EB Ho. 

Stelt men een getal van p— 1 cijfers door a voor, dan 
zullen de getallen, die men verkrijgt door vóór of achter die 
p—l cĳfers een nieuw cĳĳfer b te plaatsen, respectievelijk 


kunnen worden voorgesteld door 10? ee ba en 10a 5. 
De laatste vergelijking leert ons dus de merkwaardige eigen- 
schap, dat, als men het repetendum , ontstaan uit de ontwik- 


5 1 1 
keling van de breuk 2 met het getal f vermenigvuldigt, het- 


zelfde product zal worden verkregen, als wanneer men het 
laatste cijfer van het repetendum wegneemt en dit vóór de 
overige cijfers plaatst. 


: 1 
Zoo is b.v. 13 5 0,076925. Voor n= 13 is f =4 en dus 


hebben wij 





f(l0a Hb) = 4 X 076923 — 307692 — 100 Ì5 Ha. 

We zagen reeds, dat het laatste cijfer 5 van ’t repetendum 
terstond bepaald kan worden en dus is bovenstaande eigenschap 
voldoende, om, door vermenigvuldiging met het getal f,‚ dat 
thans mede bekend is, al de overige cijfers, van achteren naar 


voren , te vinden. 


1 Wedel ohh 
50’ 10 7 dus —1 


Zoo hebben we b.v. voor L nn 
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== het laatste cijfer van het repetendum en f =9 de ver- 
menigvuldiger. Dit geeft nu de volgende bewerking : 


1 
gg0P112359550561797752808988764044948820224719 





1.1.2.3.5.8.4.4. 5.5.1.7.8.6.6.4.2.7. 8.8.7.7.6.5.3. 4.4.8.3.3.7.1. 2.24,6.1.8. 


Van achteren af gerekend, is 1 het eerste cijfer; dit met 
9 vermenigvuldigd geeft 9 voor het tweede cijfer ; dit met 9 
vermenigvuldigd geeft 81, d.i 1 voor het derde cijfer, terwijl 
de 8 er onder geplaatst wordt, om. aanstonds bij het volgende 
product te worden gevoegd. 

Aldus gaat men voort, tot eindelijk dezelfde cijfers in dezelfde | 
orde terug zouden komen; dan heeft men het repetendum 
gevonden. | 

Uit het theorema van Fermar volgt, dat het aantal cijfers 
steeds gelijk aan òf een evenmatig deel van »— 1 zal zijn. 

Opmerking verdient nog , dat de vermenigvuldiger f dezelfde 
is, die voorkomt bij het kenmerk van deelbaarheid der ge- 
tallen door den noemer 7. 

Opmerkingen. 1°. Ook, indien „, in plaats van een ondeel- 
baar getal te zijn, slechts onderling ondeelbaar met 10 is, | 
zal het steeds mogelijk zijn, voor b een getal van één cijfer 
nb 

10 
dan zal dus de opgegeven regel toepasselijk blijven, met dit 


onderscheid echter , dat het aantal cijfers niet meer gelijk aan 


of een evenmatig deel van „— 1 zal zijn. 


9b 
Zij b.v n= 89, dan is fe dus b=lenf=4, 





te vinden, zoodanig dat , — f een geheel getal is. Ook 


zoodat men heeft 


1 
zg 0025641 


ee | 4 6 
2.2.1. 
welk repetendum zes cijfers bevat. 
Zal echter HOEN =— f een geheel getal zijn, dan mogen » 





10 î 

en b geen van beide door 2 of door 5 deelbaar zijn. | 
Is dus » onderling ondeelbaar met 10, zoo zal het laatste 

cijfer van het repetendum, dat ontstaat, door herleiding van 
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1 4 
à tot een decimale breuk, niet anders dan 1, 3, 7 of 9 kun- 


nen zijn. 
Is „ echter onderling deelbaar met 10, dan zal de breuk 


1 . id e 
a niet tot een zuiver repeteerende kunnen worden herleid. 
2°, Wanneer de breuk niet de eenheid, maar een ander 


getal tot teller heeft, b.v. = ‚ waarin mm {n is, terwijl m en » 
onderling ondeelbaar zijn, dan geeft de onderstelling, dat deze 
breuk tot eene zuiver repeteerende kan worden herleid , aan- 
leiding tot de vergelijking 

(LOa Jb) n Jm == 10Pm, 
waaruit, evenals boven, volgt : 


en ak goet = 10° on 
« td bn + m 
di, zoo wij iS == f! stellen , 


an + flm — 10Pm, 
fl (10a + b)= 100 Ep ta. 
Uit de eerste vergelijking blijkt, dat flm = dn een ge- 
heel getal moet zijn. Dit is echter, daar mm en » relatief priem 
zijn, onmogelijk, als » door 2 of 5 deelbaar is, 


Is dus » onderling ondeelbaar met 10, zoo kan — niet tot 


een zuiver repeteerende breuk herleid worden; is echter ” òf 
ondeelbaar òf tenminste onderling ondeelbaar met 10, dan kan 
dit wel en dan is de voorwaarde, dat Zet) een geheel ge- 
tal moet wezen, voldoende, om het laatste cijfer 5 van het 
repetendum te vinden; dit laatste cijfer zal hier echter zoowel 
even als oneven, zoowel ö als een ander kunnen zijn. 

Uit de laatste vergelijking eindelijk blijkt, dat, als ook 

bn + m 


iem Jom Cr geheel getal mocht zijn, de bovengevonden 
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handelwijze toepasselijk blijft, om het repetendum van de breuk 


= te verkrijgen. 


Zij b.v. gegeven m == 3 en n = 13, zoo is flm= an, 


dus 5=9, flm=12 en fl = 4; hier kan nu de bovenstaande | 
handelwijze gebruikt worden en wij hebben 
En =0230769 
18 4 


Â. 3.2.3. 


Was gegeven m=6 en n= 17, dan was flm= a; 


dus b=2, flm=4 en f! = 5: hier kan die handelwijze dus 


niet worden toegepast. 

Neemt men echter in dit geval voor 5 een getal van meer 
dan een cijfer , (waarvan in dit voorbeeld het cijfer der eenheid 
wederom 2 is) zoodanig, dat ft een geheel getal wordt, dan 
zal men alsnog dezelfde handelwijze kunnen volgen, mits men 
de tientallen, die 5 bevat, bij het eerstvolgend product voegt. 


Nemen we b.v. b==42, dan wordt voor de breuk Tj f Im 


= 72, dus f! =12, en we hebben dan de bewerking: 
sô —=035 2941176470 5 882 
17 ê 
A2 
6.3.11.4.1.2.9.7.5.8. 7.109,24. 
Het hier gevonden repetendum heeft ook , als gewoonlijk , 
de eigenschap, dat men voor haar product met de gebrokene 


waarde /! =s ‚ datgene vindt, wat men verkrijgt, door het 


laatste cijfer 2 vóór de overige cijfers te plaatsen; immers is 
2 


E X 3529411764705882 —= 2352941176470588 ; doch deze ver- 


menigvuldiging kan, omdat 7 een gebroken getal is, niet die- 
nen, om de cijfers van het repetendum uit het laatste cijfer 


af te leiden. 
Spijk (Gron.) …__H. KeuNING, 
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Machinistenschool te Hellevoetsluis, 1894. 


Rekenen (2 uur). 


1. Vul in: 
Didi Dn, x 2,189 : 8 
RRA B 44 LO 0.003 — 
0,129 Ô MA 


N.B. De verschillende bewerkingen in haar geheel laten staan. 

2. Van eene niet opgaande deeling is het quotient 8, de 
rest 9, terwijl de som van deeler, deeltal en quotient 260 is. 
Welke is die deeling ? 

3. Van eene evenredigheid staat de le term tot den 2en 


1 1 
als 25 tot 35 


evenredigheid , als de som van alle termen 135 bedraagt ? 


4, Van twee rechth, stukken land ligt het eene 15 dM 
hooger dan het andere Het eerste is 24 DA. groot, het 


en de 2e tot den 4en als 5:4. Welke is die 


tweede is 5 maal zoo lang en 15 maal zoo breed als het eerste. 


Als men van het eerste eene laag van 1 M. afgraaft en die 
gelijk over het tweede stuk uitspreidt, hoeveel verschillen zij 
dan nog in de hoogte ? 


5. De som van twee breuken is En Deelt men den teller 
der eerste breuk door 3 en vermenigvuldigt men den noemer 


der 2e breuk met 3, dan wordt het verschil 7 minder dan 
t eerst was. Welke breuken zijn dat ? 
Algebra (°/, uur). 
1. Zoek den G.G.D. en het K.G. V. van. 
AD? (at Hoty ay? Hy?), Gab? (e Jy)? en Wie (a? —y*). 
2. Vereenvoudig: 
EAN Dh Gi 
EE an ar 
Al oen b2 MAP 0 
a—b 
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3, Een koopman koopt een stuk laken tegen f 5,50 den M. 
Bij het nameten blĳkt hem, dat hij 6 M. over heeft, doch de 
hoedanigheid is zoo slecht, dat hij den meter slechts voor f 4,50 
kan verkoopen, waardoor hij Br: of, verliest, Hoe lang is het 


stuk ? 
Meetkunde (LÌ/, uur). 


1. Een driehoek te construceren, als gegeven zijn : de lijn, 
die den tophoek middendoor deelt; de hoek, dien deze lijn 
maakt met de loodlijn uit den top op de basis en eene der 
opstaande zijden. 5 

2, In elk trapezium is de som der tweedemachten van de 
diagonalen == de som der tweedemachten van de schuine zij- 
den en het dubbel product der evenwijdige zijden. Bewijs dit. 

3. Van een driehoek is de basis 28, de eene opstaande 
zijde 26 en de andere 30 dM. Hoo lang js de lijn, die den 
tophoek middendoor deelt, tot in 2 decim, nauwkeurig ? 


sedans 


Eindexamen Gymriasium Doetinchem , 1894. 


À. 


1. Een boog, kleiner dan 180°, wordt in drie gelijke deelen 
verdeeld. Door de verkregen deelpunten trekt men stralen. 
Bewijs dat de deelen der koorde van den geheelen boog ziet 
gelijk zijn, en dat de grootste stukken ieder gelijk zijn aan 
de koorde van een derde van den geheelen boog. 

2, Gegeven een boog kleiner dan 180°; zoek op dezen boog 
een punt, zoodat de koorden der beide bogen tot elkander 
staan als 5:2. 

3. (Geplaatst Supplement VI, no. 381.) 


À. 


1, Een boog kleiner dan 180° wordt door een koorde on- 
derspannen. Deze koorde wordt in drie gelijke deelen ver- 
deeld. Door de deelpunten trekt men stralen; bewijs dat de 
boog door die stralen „iet in gelijke deelen is verdeeld, 

2. Bewijs het theorema van PvrHAcoras voor een stomp- 


ki 
2e Gn ht a 
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hoekigen driehoek door de leer van den cirkel en twee snij- 
dende lijnen, 

(Geplaatst onder no. 1049.) 

3. (Geplaatst Supplement VI, no. 380.) 


A. 

1. Verdeel volgens de jonische methode een hoek of boog 
in drie gelijke deelen. 

2. In een cirkel snijden een middellijn CD en een koorde 
AB elkander rechthoekig in H. Verder trekt men nog een 
koorde EF, die de lijn HB in een willekeurig punt G en onder 
een willekeurigen hoek snijdt. Bewijs: 

j AB? — BG X GE + GH?. 

3. (Geplaatst Supplement VI, no, 380.) 

Á. 

1. Construeer een boog zoo, dat als men hem in drie ge- 
lijke deelen verdeelt, en door de deelpunten middellijnen trekt, 
dat dan de onderspannen koord door die middellijnen ook in 
drie gelijke deelen is verdeeld. 

2. Verander een driehoek in een parallelogram , hetwelk 
denzelfden inhoud en omtrek heeft als de driehoek. 

3. (Geplaatst Supplement VI, no. 383.) 

B. 

1. Als men de overeenkomstige zijden van twee collineaire 
driehoeken (Apaxs)*) verlengt, zal men drie snijpunten ver- 
krijgen, die in een rechte lijn zijn gelegen. Bewijs dit theo- 
rema van DesarGues. 

2. Als men een’ prismoïde zoo in een viervlak plaatst, dat 
de hoekpunten van grond- en bovenvlak in het midden der 
ribben van het viervlak vallen, dan zijn het volumen en het 
oppervlak der prismoïde ieder gelijk, de helft van die groot- 
heden van het viervlak. Bewijs dit, 

3. Van een viervlak deelt men éen paar kruisende ribben 
middendoor, Door die beide deelpunten laat men een vlak 
gaan; bewijs, dat door dat vlak de drieziĳjdige piramide in 
twee gelijke deelen wordt verdeeld. 


*) Triangles homologigues volgens Porcerer. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1021—1040. 


1021. Twee kisten thee wegen samen 70 KG. en kosten f 300. 
Was de eerste kist gevuld met thee uit de tweede en 
deze met thee uit de eerste, dan zou iedere kist f 144 
gekost hebben. Hoeveel KG. was er in iedere kist ? 
(Rotterdam, H. d. S.) v. D. War & VeERBORGH. 
Oplossing. 

Kan in de le kist z en in de 2e kist y KG, terwijl de prijs 
van 1 KG. uit de le kist p en de prijs van 1 KG. uit de 2e 
kist g gulden is, dan is 

vd-y=10, zp +-4yg =300 en 7q =yp = 144. 
ap + yq = 300 
vg + yp == 288 
vpt) IW Jg) == 588 
(2 H- 9) (p +9) = 588 

10 (pH-g)=588, dus p +q —= 8,4. 

Uit zg =yp volgt: #:y =p:q, en hieruit: 

ev): pd) =erp=Yr, 


of 70: 8,4 =p, 
waaruit DE xr en g == Ô 
p= 35 159 


Deze waarden voor p en g gebracht in: 


ap J- yYq —= 300 en we vinden : Ee or H- s vS 


dus ar dy? = 2500. 
(edy)? — (we? HY?) = 702 — 2500 
of 2zy = 2400, 
dus er — Zay JY? == 2500 — 2400 —= 100 
en ny ==tE10. 
Uit e+-y=70 en vr —y = 10 volgt: e= 40 eny —=30, 
„ ty=i0enr—y=—10 „ #=—=30eny—=40. 


De 1e kist bevat dus 40 KG. en de 2e kist 30 KG. 
of de le „ 5 „0 KG 5 51 20 PNO 
Deze waarden van w en y gesubstitueerd in die van p eng, 
doet de prijzen per KG. kennen. 
V. Dp. War & VerBoren. 
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1022. Bepaal de waarden van # en y. voor de volgende ver- 
gelijkingen : 
zr day dy? =15 — 2 —2y en 





23 ys 
(Rotterdam, H, d. 5.) v. >. War & VERBORGH, 
Oplossing. 

er Hay yt=15—-2—2y. 0-0 (1 
(e+)? Hr dy) 15 =0 
vdy=—-lt4=3en —5. 

as 2yS 

ek ete en (EI) 


m2 J 3oy + Wy? + Ivy rt 42=0 
Tr J- Ory + 9? Hr J- 3y — 44 =0 
(e 43)? H (eH 3) — 420 

lant 


edy gt 2 =6 en .…— 7; 
Uitzdy= Senrt3y= 6 volgt: zr = 15 en y= 1: 
Uitzdy= 3enzJ3y=—7volgt: 2= 8 eny=—5. 
Uit zy = —denzJ-3y == 6 volgt: ve = —105 en y= 55 é 
Uitzty == —denst3y == —7 volgt: == — 4 eny——l. 
Alle waarden voldoen. V. pn. War & VERBORGH. 


1023. Stelling. In een cirkel is de gelijkzijdige A grooter, 
dan elke andere geliĳjkbeenige A. J. C. Beer, 


Oplossing. 
Bewijs. Als ABC de gelijkzijdige 


A is, dan is elke zijde daarvan 
—=rv3; en daar de inh. van ABC 


—G AB? v3 is, zoo is hij ook 


—5 ri3. 





Denken wij ons nu een geliĳk- 

beenigen A CDE, die dus met den geliĳkzijdigen den top C 

gemeen heeft, en waarvan DE//AB; de hoogte van den ge- 
De Vriend der Wiskunde. IX, 14 


210 
rn A n= or; stellen wij de hoogte van den gelijk- 


3 
beenigen — = grooter, dan is die hoogte = zr le 7, en de 


halve basis = ht (Sr + ENE), dus de 


Inh, = +5) Vrt Jar) 


Om hieruit N Pen welke A de grootste oppervlakte 
heeft , stellen wij 


geval (ari) V(âr+i) Gr -5) 

era EE 
oel RE) 
ike 


2702 3 ale 
16 <16 4m? ns nt 
Daar » ) 1, zoo is het eerste lid grooter dan het tweede 
en dus de gelijkzijdige A grooter dan elke gelijkbeenige. Stelt 


oo 


men de hoogte van den drieh. = Sir = ‚ zoo loopt het be- 


wijs op dezelfde wijze af. J. C. Ear. 
Tweede oplossing. 

In den cirkel, waarvan M het middelpunt is, is een wille- 
keurige driehoek beschreven, zoo, dat geen twee zijden gelijk 
zijn. Nu kan in den cirkel op de basis AB van den A ABC 
een gelijkbeenige driehoek ABD beschreven worden. Daar de 
top D van dezen driehoek in het midden van boog ADCB ligt 
en de top C van A ABC ‘niet in het midden van dien boog, 
is de hoogte van den gelijkbeenigen driehoek ABD grooter dan 
de hoogte van den A ABC. Beide A A hebben dezelfde basis 
AB, waaruit volgt: inhoud A ABD > inh. A ABC. 

In een cirkel is op dezelfde wijze als boven altijd een ge- 
lijkbeenige driehoek te beschrijven, wiens inhoud grooter is 
dan een in denzelfden cirkel beschreven driehoek, die geen 2 
gelijke zijden heeft. j 

Nemen we van den geliĳjkb, A ABD een der beenen, b.v. 
BD als basis aan, dan kan op BD weer een geliĳjkbeenige 
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driehoek BDE beschreven worden, die om dezelfde reden als 
boven grooter moet zijn dan A ABD. Van A BDE nemen 
we weer een der beenen, b.v. BE als basis aan, dan kan op 
BE weer een gelijkb. driehoek in den cirkel beschreven wor- 
den, die grooter is dan A BDE. Zoo voortgaande komen we 
tot het besluit, dat in een cirkel elke geliĳkb. driehoek ver- 
vangen kan worden door een’ anderen gelijkb. driehoek, die 
grooter is dan den eersten. 

In een cirkel kan dus een driehoek, die geen 2 gelijke 
zijden heeft, niet de grootste zijn. Ook een gelijkbeenige 
driehoek is niet de grootste, omdat men altijd een grooteren 
geliĳjkb. driehoek construeeren kan. 

In een cirkel moet dus de gelijkzijdige driehoek wel de 
grootste zijn. 

Deze kan dan ook niet vervangen worden door een’ anderen 
die grooter is, want als op een zijner beenen als basis een 
geliĳkb. A beschreven wordt, ontstaat dezelfde A weer. 

V. pn. WaL & VeERBORGH, 
waarmede overeenstemt de oplossing van L, W. v. p. Leer. 


1024 In een driehoek worden de drie bissectrices getrokken. 
Bereken de verhouding tusschen het product der drie 
bovenste en dat der drie onderste stukken dezer lijnen, 
als de zijden van den driehoek a,b en c zijn. 

(Eerr, N. Verz. II, bl. 64, no. 106.) EceR. 


Oplossing. 
Zij de driehoek ABC en de drie bissectrices AD, BE en CF, 
die elkander in het punt O td „dan is 


EEG Cen BD te 


atb’ en atb Okres 
Nu is BO de bissectrix in A BAD, waarin wij de bekende 
eigenschap vinden: 


ac 
AO: DO = KA 
of AOEDO =(hio)s aes ering ie br (1) 


Op dezelfde wijze is in A AEB de bissectrix AO, waardoor 
BO ABOE (dS 0) ADL Ast ese, (2) 
en in A CAF GOEROBKEN (ge DJ eer okee Aue (8) 
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Het gedurig product van (1), (2) en (3) geeft: 
AO x BO x CO : DO x EO x FO == (a +5) (a + ce) (b +-c) : abo. 
Eark. 
De oplossingen van v. p. War & VerBoren, J. B. BAKKER, 
E. C. K, en v. p. Lee stemmen hiermede overeen. 


1025. Wat is de kans om met 3 dobbelsteenen de oogen 2, 
4 en 6 gelijktijdig te gooien ? H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


Met 1 dobbelsteen kan men 6 verschillende worpen doen, 
Nemen wij den tweeden steen er bij. Als wij met den eersten 
een 1 hebben geworpen, kunnen wij met den tweeden 1,2, 
3, 4,5 of 6 gooien, dus 1 en 1, 1 en 2, 1 en 3, 1 en 4, 
lt en 5, en 1 en 6, dat zijn 6 verschillende worpen. Zoo 
krijgen wij telkens de mogelijkheid van zes nieuwe worpen, 
als wij met den eersten steen 2,3, 4, 5 of 6 hebben ge- 
gooid. In het geheel krijgen wij 6 X 6 —= 36 verschillende 
worpen met 2 steenen. Bij een der worpen van twee steenen 
kan de 3e steen met de zes zijvlakken respectievelijk boven 
komen te leggen, dus uit één der worpen van de 36, die met 
2 steenen mogelijk zijn, spruit de mogelijkheid van 6 ver- 
schillende driesteensworpen voort. In het geheel krijgen wij 
zoo 36 X 6 — 216 verschillende worpen met 3 steenen. 

Hoeveel verschillende worpen 2, 4, 6 zijn er mogelijk ? 
Evenveel als er verschikkingen tusschen die 3 cijfers bestaan : 
246, 264, 426, 462, 624 en 642, kortom 1 X2XxX3=6, 
zooals wij bekend onderstellen. Er zijn 6 worpen op de 216, 
zooals wij verlangen. De kans om zulk een worp te doen 


is dus 316 == 36 

Opmerking. Als gevraagd werd naar de kans om 12 oogen 
te gooien, zou de berekening aldus wezen. De 12 oogen kun- 
nen aldus op de steenen verdeeld zijn: 651, 642, 633, 552, 
543, 444, Andere combinaties zijn niet mogelijk. Nu bestaan 
651, 642 en 543 uit drie verschillende aantallen, en die ko- 
men , zooals wij boven vinden, elk 6 maal voor, alzoo 

8 X 6 — 18 kansen, 
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De combinaties 633 en 552 bevatten twee gelijke cijfers ; 
deze kunnen daardoor elk slechts 3 maal voorkomen, dus 
2 X 3 == 6 kansen. 

Eindelijk bestaat 444 uit drie geliĳke cijfers; deze worp 
geeft slechts 1 kans, dus totaal 18 +6 + 1 == 25 kansen op 
de 216, derhalve is de waarschijnlijkheid in dit geval en 

H. VERHAGEN. 


1026. Verplaatst men in eon getal van p cijfers, uitgedrukt 
in het g-tallig stelsel, het cijfer van de linkerhand , 
zijnde een s, naar de rechterhand, dan verkrijgt men 
in hetzelfde talstelsel een getal, dat 7 maal zoo groot 
is als het oorspronkelijke getal. Welk getal is dit ? 
(Zutphen, H. d. S.) H. VERHAGEN. 
(J. VersLuys, Alg. I, 8 71, no. 21.) 


Oplossing. 
Het cijfer aan de linkerhand, zijnde een s, staat op de p-de 
plaats, dus heeft eene reëele waarde s X ge ‚ aangezien het 


getal in het g-tallig stelsel staat. Laten de overige cijfers 
samen het getal a voorstellen, dan is ons getal gelijk aan 


—1 
sXq a. 
Komt nu het cijfer s op de plaats der eenheden te staan , 
dan komt het deel a één rang hooger te staan, wordt dus 
q maal zoo groot, en het getal krijgt dan de waarde 
qa Js. 
Nu is het laatste getal 7 maal zoo groot als het eerste, dus 
—1 
rX(sXq  Ha)=gats, 
reXq dra  —=gqats, 
—i 
qram=sX(rXg 1), 
bm! 
— | 


„en 
e gr 


) 


zoodat het getal is 


pl 
REN (ib - — 1) 
sXq te ei == 
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sx —srxa derxg ss s(q—1) 
Ge % nq 
H. VERHAGEN. 
Tweede oplossing. 


Verplaatsen we de s aan de linkerhand naar de rechterhand, 


dan is de uitkomst dezelfde, alsof we het getal eerst ver- 
menigvuldigd hadden met q, het komende product vermeer- 


derd met s en van de verkregen som q X s afgenomen hadden. 
Zij het getal G, dan is de uitkomst : 
IXO sg. Xs. 
Nu is gegeven, dat het nieuwe — 7 maal het oorspronke- 
lijke getal is, of: 
IXG sg Xs=r XG. 
(g=r)G=g Xs —s. 
p—l 
a=st 
qr 
E. C. K.; J. B. BAKKER. 





1027. Als men een punt D der basis BC van een A ABC 
met den top A verbindt, DE // AC en DF // AB trekt, 
heeft men : 

AB.AE + AC, Ar = AD? + BD. DC. 
Bewijs dit. 


Oplossing. 
Volgens het theorema van EuLer 
& STEWART on heeft men: 
DB 


2 
AB AC Hû 


—AD? +BD.DC .. (1) 
Uit A CDF» A CBA volgt 
DC:BC=DF: AB 
of DO BC == AD: ABe En 
En uit A DBE» A CBA volgt 
DB: BC = DE: AC 
of DB5 BO — AE: AO me an ee ee 


*) De Vriend der Wiskunde, IIL, no. 221, bl. 25. 
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* 


De gelijkheid (1) wordt dus na substitutie van (2) en (3) 
AB.AE + AC. AF —=AD? + BD. DC. 
L. W. v. Dn. Lege; v. D. Wau & VERBORGH. 


mn 
1028. Bewijs, dat | bx ab ligt tusschen de getallen {”a en 


m+n+p 
pb, en dat Pee abc ligt tusschen het kleinste en 


het grootste der getallen fa, £beny”c H. SieRsMA. 
(GraverAaR, Lrb. d. Rek. I $ 289, no. 120 en 121.) 


Oplossing. 


mn 
a) Bewijs, dat: | Je ab ligt tusschen r”a en Wb, 


Het bewijs, dat een getal p tusschen 2 getallen cen d ligt, 
kan geleverd worden, door aan te toonen, le dat c—d ) c—p 
(als c > d), 2e dat c—p en d —p met ongelijke teekens zijn 


Ee d 
aangedaan, 3e dat van de quotiënten dj en 7 het eene >, 


het andere { 1 is. 
Bij wortelvorm ongelijkheden is dikwijls de laatste weg het 


verkieslijkst. Nemen we nu aan (a) b. Nu is: 


m+n m{m+n) m{m-++n) 
EN mn mm 
La: GD 1E ab == 
JA 


m(m+n) 


== (a : b) ; 


m+n n(m+n) En n(m+n) : hit 
zb Ie go Fed Dude: En. OEE Ten 
n(m+n) je 
5, a. ( 


Is nu de exp. in ’t wortelteeken positief, dan is dus ’t le 
quot. positief ) 1, daar volgens onderstel, a ), gd of a > b 3 


en het tweede { 1, omdat dan a >b ‚ dus b za «be 
(Zie ook: De Vriend der Wiskunde, VI, no. 643.) 
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Mt ntp 
b) PS abc ligt tusschen het grootste en het kleinste 


der getallen : ra, Lb en vc. Bewijs dit, 
Onderstellen we: Pa > wbdi®c, wat aan de algemeen- 
heid geen afbreuk doet, dan is zoo pas bewezen, dat 


mn 
v4 ab kleiner is dan Wa, doch grooter dan 25; nu ligt 


men+p f mn 
volgens dezelfde stelling pe abc tusschen Pe ab en 
mentp m+n 
IC; m.a. w. an is { Pi ab, doeh ) 1”c, zoo- 


m+n+p De 
dat es. abc zooveel te meer ligt tusschen 1% en een 


min 
getal , dat grooter is dan 7 ab, nl. Pa. 


Wat wordt van deze stellingen, als men 2 ‚ wat, als men 
alle 3 de uitdrukkingen aan elkaar gelijk stelt ? 
H. Sriersma. 
Opm. Voor het geval, dat Wa = 25 = U 6,si8 


MNP 
PS mezpazerere 


V. pn. War & VerBoran. 
1029. Los # op uit: 
2 (54e) == (2 — 7). 
(Eindex. G-ymn.) 
Oplossing. 


mg 


2 HV 54r = 27 





Lr 
AAV DA J5— Ap  — 7 
4V 5 Ar = 6x — 16 

2 | 





2V 54 =3r — 8 


ree ste DW 
20 — 16v = I? — 482 J- 64 
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22 — 3 440 


32 44 
ld dag En 

e or ò 0 

16 256" 396 16 v 140 
Olen zen TE Beas ESE 

qe 81 1481 9 81 

1627122 1 

mn TE heped Ee ne — . 

e= 3 35 ò (16 4 27” — 35) 


H. A, v‚ BeuninGeN; L. W, v. p. Lee; v.n. War & VrRBORGH. 


1030. Hoe verhouden zich de hoogten van ruiten, waarvan 
de lengten der diagonalen worden voorgesteld door 


nXxa en 5 Xb; wanneer a en b standvastige groot- 


heden zijn, terwijl » elk willekeurig positief getal voor- 
stelt? (Adelborst 1892.) 
Oplossing. 
De inhoud eener ruit is gelijk aan het halve product der 
diagonalen. Worden nu de lengten der diagonalen voorge- 
steld door » X a en , Xb (waarvan a en 5 standvastig zijn 


en » veranderlijk is), dan is de inhoud dier ruiten —= 


1 1 1 1 B 
== XNKAK Kb (nx- jat = ze constant, 
2 n 2 n 2 
Ook is de inhoud eener ruit = zijde X hoogte, zoodat , 
daar de inhoud dezer ruiten constant is, de hoogten zich om- 
gekeerd evenredig verhouden met de zijden. 
E.C.K.; L. W. v.D. Lee; v. D. War & VerBoren. 


1031. Bepaal de waarden van z, die voldoen aan de verge- 
lijking 5e 1°8T_ 4784 30 —0. 
(Eindex, H. B, S.) 
Oplossing. 
ba gn CB LE 0 Ld; 
Achtereenvolgens leiden we uit deze vergelijking af : 
5 (ol082)" _ 47l08t_ 30 —0. 
(log)? zals gesc 
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loge, ZO OO 4 42200 
10 100 100 10 100 

„loge 47, 53 

10m 
boe 10 ea = —0,6 
Uit „1°5®_ 10 en uit #°5*— 06 
volgt log z.logz==log 10, log z.log # — log — 0,6 
logs) arn bestaat niet, want 
log sensi, negatieve getallen 

dus niem AD ROEe 0 hebben geen log. 


Beide waarden voldoen. 
L. W. v.p. Lee; J. B. BAKKER; vp. War & VerBoren. 


1032. In een cirkel is een A ABC beschreven. Men ver- 
eenigt het snijpunt D der hoogtelijnen met het uiteinde 
B der middellijn BE van den cirkel. Bewijs, dat DE 
de zijde AC middendoor deelt. 
(Kadettenschool.) 
Oplossing. 
(De lezer teekene de figuur.) 
Zij M het middelpunt van den 
cirkel, waarin driehoek ABC 
beschreven is. 
D is het snijpunt der hoogte- 
lijnen AG, BH en CI van A 
ABC, en BE is eene middellijn 
van den cirkel. 
We trekken DE, AE en CE. 
AG 1 BO. Omdat A BCE recht- 
, hoekig is in C, staat CE ook 
loodrecht op BC, waaruit volgt: EC // AG. 

CI LAB. Omdat A EAB rechthoekig is in A, staat EA 
ook loodrecht op AB, waaruit volgt: BA // CI. 

Omdat EC//AG en EA//CI, is vierhoek AECD een paral- 
lelogram. De diagonalen in een parallelogram deelen elkander 
middendoor, zoodat het snijpunt F' van AC en DE het midden 
F van AC is, 

L. W. v. p. Lee; J.B. Bakker; v. Dp. War & VerBoren. 
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1033. In een driehoek ABC is eene lijn CE getrokken naar 
AB, en naar BC eene lijn AD, die CE in F snijdt. 
Toon aan, dat de driehoeken ACF en BCE gelijk zijn, 
als gij weet dat BE: AE — CF: CE, 
(Adsp.-Administrateur Marine ) 

Oplossing. 
Ondersteld: BE: AE = CF : CE 
of BE.CE = AE. CF, 
Gesteld: A BCE = A ACF. 
Men heeft: (De lezer teekene de figuur.) 
A BOE: A ABC = BE x BC : AB Xx BC. 
BE 


A ACE = A ABC — A BCE 
AE 


A ACF: A ACE == AC X CF: AC x CE. 
nACr= CE xn ACF. 


CE 
CE AE 
A ACF = GX ap “ À ABO. 
BE CF x AE 
A BOE: A ACP = 5 X A ABC: Gag X A ABO 


—= BEXCE :CFxXAE=I1:1. 
Dus: A BOE == A ACF. J. B. Barker; B. C. K. 


1034. Twee boden gaan tegelijk van 2 plaatsen A en B naar 
elkaar toe. Als ze elkaar ontmoeten, heeft de eerste 
12 KM. meer afgelegd dan de tweede; gaan ze met 
dezelfde snelheid door, dan zal de eerste bode na 9 
dagen in B, de 2e na 16 dagen in A aankomen. Hoe 
groot is de afstand van A en B? 
(Artillerie-Cursus:) H, SreRsMA. 

Oplossing. 

Bij de ontmoeting verhouden zich de afgelegde wegen als 
de snelheden van A en B. Nu gaan ze verder; dus A legt 
den weg af, dien B heeft afgelegd en omgekeerd. Willen we 
nu berekenen in welke verhouding de tijden staan, die A en 
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B noodig hebben, om die wegen te doorloopen , dan deelen 
we de verhouding der wegen door die snelheden. En omdat 
nu A den weg van B en B dien van A aflegt, hebben we 
die verhouding door haar omgekeerde te deelen. Deelt men 
een verhouding door haar omgekeerde, dan is het quotient — 
het kwadraat dier verhouding. Dit kwadraat der verhouding 
= 9:16; de verhouding is dus — 3:4. De weg, dien A 
nog moet afleggen, staat dus tot dien, welke door B moet 
worden afgelegd, als 3:4. Bij de ontmoeting had A dus af- 
gelegd 4 KM. tegen B 3 KM, En daar A 12 KM. meer had 
afgelegd dan B, is de lengte van den weg = 


12 KM. 
ARMS KIL X (4KM, + 3 KM.) —= 84 KM. 
L. W. v. D. Lee; J. B. BAKKER. 


Tweede oplossing. 
Á 0 B 


| lr Teen 

Zij O het ontmoetingspunt. 

Stellen we, dat de ontmoeting na # dagen plaats heeft. Over 
AO doet de le bode # dagen en de tweede bode 16 dagen, 
zoodat de snelheden van den len en den 2den bode zich ver- 
houden als Le 


ipo lere 


De fe bode doet over den afstand OB 9 dagen, de 2e bode 
doet over dienzelfden afstand # dagen, zoodat de snelheden van 





den len en den 2den bode zich verhouden als à : 5 —=4:9. 


Alzoo is: 16:z =#:9, waaruit volgt z—= 1/16 X 9 — 12, 
zoodat de ontmoeting plaats heeft na 12 dagen, 

De snelheid van den len bode staat tot die van den 2den 
bode als 16:12 —4:3, dus de afgelegde wegen tot het ont- 
moetingspunt verhouden zich ook als 4:3. Daar de le bode 
bij de ontmoeting 12 KM. meer heeft afgelegd dan de 2e en 
de afgelegde wegen zich verhouden als 4:3, is de lengte van 
den geheelen weg of de afstand van A en B — 

GEE 12 KM. = 84 KM. 
E. C. K; v. p. War & VerBoren. 
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Derde oplossing. 
d v 4-12 % 7 x 
Stel AO =zJ-12KM., Ln is OB=#KM. A doet over 


OB 9 dagen, dus per dag > 2 KM., zoodat hij over AO ook 





a 12 dagen doet. B doet per dag Ee KM, en doet over 
3 
% ° ‘ 
OB dus TE 12 dagen. Omdat A na de ontmoeting nà 9 


16 
dagen te B en B eerst na 16 dagen te A is, doet B 7 dagen 
langer over den weg. Men heeft nu 


ER otter 

















2 + tn 
5 16 
of 9 (@ J- 12)? = 164?, waaruit z — 36 
dus AB —= 36 J- 12+ 36 =84 KM, 
m__ np or y 2 Sp 
1035. Als Rek en den bs, 
: DaT MD 
dan is Ea: ier en 
S, pe Gasr Jz. 
Oplossing. 
a COEN 
ER BE 2 
f m2 nn. p? 
dus ook: al et == 
De ‚ 2 J-n? Jp? m2 nn. p° 
en eveneens : Dr en 7 rh 
; namen” AAE 
Verder is: Nen 7 en 7: = 
2112 21/2 
of: 2E en sn ' 
my? py? 
vez n? 2 ne 
zoodat: — 45 + 3 a + nt 
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Mr NERO 


derhalve: Er + 


nia 

mn? pt mn? Jp? 
of wel: an z) ard tegn 
L. W. v. D. Lege; J. B. BAKKER. 


q. e.d. 


1036. Wat valt er op te merken omtrent de resten, die men 
verkrijgt, als men de termen eener meetkundige reeks 
achtereenvolgens door een zelfde getal deelt ? 

(J. VersLuys, Deelbh no. 42.) 


Oplossing. 


Laat de meetkundige reeks zijn a, ar, ar?, ar? enz. 

Worden nu alle termen gedeeld door p, dan kan men 4 
gevallen onderscheiden, nl. : 

1°, a en r zijn beide deelbaar door p. 

2°. a is deelbaar door p en r niet. 

3°. a is niet deelbaar door p en r wel. 

49, a en r zijn beide niet deelbaar door p. 

In het eerste en tweede geval zijn alle termen p-vouden, 
dus krijgt men tot resten 0. 

In het derde geval is de eerste term geen p-voud, maar 
alle volgende termen zijn deelbaar door p. Men zal dus voor 
eerste rest krijgen b.v. q en de andere resten zijn alle 0. 

In het vierde geval zal men in ’t algemeen p — 1 verschil- 
lende resten krijgen. Dan zal dus de p-de rest gelijk aan de 
eerste zijn. Is nu de eerste rest z, dan is de tweede rz enz. 
De p-de rest is dan ook # en de (p + 1) de rest — rz ; zoodat 
dus alle resten in dezelfde volgorde terugkeeren. 


Volgens het theorema van Fermat is 1” —1 deelbaar 


door p, als p ondeelbaar is en onderling ondeelbaar met r, 


Nu is, als p ondeelbaar is, p — 1 even (p =2 uitgezon- 


derd) en dus heeft men : 
ie dpd Ip}. 
Et AE EL 
pl | Pen 
Is nu # ? +1 niet deelbaar door p, dan is r 2 — 1 het 
pl 


pl 


wel, Maar dan laat ook ar ? dezelfde rest bij deeling door 


\ 


223 


p over als a. En is p deelbaar op 7 — 1, dan zijn de resten 
gelijk. In het vierde geval heeft. men dus: 

a. Alle resten zijn gelijk. 

b. Alle resten keeren in dezelfde volgorde terug en men 
p—l UE 1 

Ns 3 

En eindelijk, indien p eenige factoren van r heeft met een 
hoogeren exponent dan in dat getal, dan zullen de eerste 
termen resten opleveren, maar de andere termen niet. Is b.v. 








heeft groepen van òf p—1, òf enz. resten. 


inr x en in p bans dan zullen, van den (x + 1)-den term 
af, de termen alle tot rest O opleveren , bij deeling door p. 
J. B. BAKKER. 


1037. De meetkundige plaats der middens van de gelijke koor- 
den van een cirkel is een cirkel, Evenzoo voor gelijke 
raaklijnen. Bewijs dit. 

(J. Versuuys, Meth. Opl. Mtk. vrgst. $ 52, 6 en 7.) 
Oplossing. 

a) Trek uit het midden der koorde een lijn naar het mid- 
delpunt van den cirkel en verbind eveneens het eene uiteinde 
der koorde met dat middelpunt , dan ontstaat een rechthoekige 
driehoek. De hypotenusa van dien driehoek is — 7, de eene 


rechthoekszijde — : a (a is de lengte der koorde). Dus is de 
andere rechthoekszijde of de afstand van ’t middelpunt tot het 
midden der koorde = v fe ed a? ). Deze lengte is onafe 


hankelijk van de plaats der koorde; dus zijn de middens van 
alle koorden, die eene lengte = a hebben, van het middel- 


punt verwijderd op een afstand = Vv (72 — ï a? ij en liggen 
dus op een cirkelomtrek , concentrisch met den gegeven cirkel. 


b) Op dezelfde wijze vinden we, dat voor gelijke raaklijnen 
de afstand van het midden der raaklijnen tot het middelpunt = 


v (» J ï p) als p de lengte der gelijke raaklijnen is. Dus 
liggen ook alle middens van gelijke raaklijnen aan denzelfden 


cirkel op een eirkelomtrek, concentrisch met den gegeven cirkel. 
J. B. BAKKER, 
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1038. Als a, 5, ec, en y reëel zijn en 
(atm? Hb2y? —C4)3 HJ 27a2b2ete?y? =0 
is, dan is: ax? by: il 
Bewijs dit. H. Siprsma. 
(GRAVELAAR , Vrgst. Lrb, Alg. IT, 639.) 
Oplossing. 
Bewijs: Stellen we kortheidshalve a?2? — p? ; by? = q? 
ct =r3, dan gaat onze gegeven vorm over in: 
ws +3 — r3)3 + (Bpgr)t = 0. 
Het eerste lid is te ontbinden in: 


pede) Spar | 


| Tg? — 2) OE 92 — 13) X pgr of (30017) | = 0. 

De tweede factor bestaat uit: de som van 2 tweede machten 
verminderd met het product dier getallen. Die factor kan dus 
niet nul zijn; (a? Jb?) ) ab! terwijl ook gegeven is, dat p, 
qg en r reöel zijn, wat volgt uit het eerste gegeven). Derhalve 
moet p3 J-q? —r? + 3pgr = 0 zijn; maar volgens voorb. 3, 
bl. 105 van het Leerb. der Algebra van denzelfden schrijver 
is deze vorm te ontbinden in : 

Pp? + Spgr + (3 —r)= 
bt (ar) pp ar) + G2 ar +} rij =0. 

Wederom kan de 2e vorm niet nul zijn: immers a,b,c, 
ev en y zijn reëel, dus a?, b*, c?, z?, y? positief, derhalve 
ook a?z?, 62y? en c*‚, of p?, q?, r3, dus ook p, q en 75 nu 
is de 2e factor —= p? — pg + pr +q? +gqr Hr? de som van 
positieve getallen, verminderd met 1 positief, dat reeds 
< Pp? +g?, dus onmogelijk —= 0; derh. pq —r=0 of 
terugkeerende tot de gegeven getalvormen : 

Baar HED BAE, 
218 IE NE: 
dus a3r3 J- b3y* = C3, H. SreRsMaA, 
1039. Uit het toppunt A van een ingeschreven A ABC be- 
schrijft men met AC tot straal een cirkel, die den om- 
geschreven cirkel in E en de basis BC in D snijdt. 


Bewijs, dat BE — BD en dat BE x BC = AB? — AC2, 
De S. pe Gasr Jz. 
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Op lossing. 


Daar de koorden 
AC en AE gelijk 
zijn, is 
ZL ABC = / ABE, 
Daar AACD geliĳjk- 
beenig is, is 
LDOTS ZA GD 
ZL ADB is ’t sup- 
plement van / ADC 
en / AEB is’ tsup- 
plement van / ACB 
(omtrekshoeken, die op bogen staan, welke samen den cir= 
kelomtrek vormen), dus is / ADB == / AEB. De driehoe- 
ken ABD en ABE zijn congruent, omdat ze een zijde ge- 
meen en een aanliggenden en een overstaanden hoek gelijk 
hebben. Hieruit volgt BD —= BE. 

Verlengen we BA tot in G, dan is 
BE x BC = BD x BC = BF x BG = (AB — AC) (AB + AO) 

== AB? — AC? 

Is AC) AB, dus ligt D op het verlengde van CB, dan is 
BE x BC = AC? — AB?, 

Is AC = AB, dan is BE x BC == AB? — AC? —=0. 





1040. Een A te construeeren, als gegeven zijn de omtrek , 
de straal van een der aangeschreven cirkels en de hoogte 
op die zijde van den A, die den aangeschreven cirkel raakt, 
(KrarperR, Mtk. I, 796.) 

Oplossing. 
(De lezer teekene de fig.) Zij A ABC de gevraagde A, 
waarvan de omtrek == 2s, de 
hoogte AD == h op de basis BC 


en de straal ME == R‚ van den 


aangeschreven cirkel aan BC ge- 

geven zijn. Vereenig M met de 

raakpunten F en G van den aan- 

geschreven cirkel M met de ver- 

lengden der zijden AB en AC, 
De Vriend der Wiskunde. IX 15 
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dan is AF = AG =5; MF=MGER, 
zoodat vierhoek AFMG te construeeren is. Beschrijf nu uit 
M met R als straal den aangeschreven cirkel en uit A met 
a 
AD == h als straal een cirkel en trek aan deze 2 cirkels M 
a 
en A de inwendige raaklijnen BC en B,C,, die AF en AG 
in Ben C, en in B, en C, snijden, dan zijn BC en B,C, 
de bases der 22 AA ABC en AB‚C,, welke aan de vraag 
voldoen. 
Om A ABC uit de gegevens te kunnen construeeren, moet 
AD + ME < MA zijn, dat is 
hFE, (vt HRD 


EEEN 
of h* Je 2hR, J- R ? CBA R * 
of h* + 2hR (st 
of h (h_+2R) (st, of sy Vh (h + 2R ). 
Tweede oplossing. 
ah 
Men heet Be 
Sa Sd 2(s—a) 
2R s 
2R s — 2R a ee ah, ‚ waaruit a = TF2E, te construeeren is. 


A ABC is nu te construeeren. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1021—1040 zijn ingezonden door: 

J. B. Bakker, 1021, 1024—1026, 1031—1037. 

H. A, v. Beuningen, Jzn, 1021, 1022, 1029, 1035, 1036, 1039, 

1040. | 

E. C. K , 1021, 1022, 1024, 1026, 1028, 1030, 1032—1040. 
L. W. v. d, Lee, 1021, 1023 —1040. 

V. d, Wal & Verborgh, 1021—1040. 


ERRATA. 
De Vriend der Wiskunde, VIIL, blz. 196, r. 6 v. b. staat 
pr ==g, lees pe —g ==». 
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Schrift. examen voor de Cadettenschool te Alkmaar (1894). 
Stelkunde, 


1. (30 min.) Bepaal de vierkantsvergelijking, waarvan één 
der wortels gelijk is aan: 


— dr (— pa?) 


a 


B —a 
en de som der tweede machten der wortels gelijk aan : 
15 
Sr5 —_6v —5 
2. (30 min.) Los z en y op uit: 
1 
Bere hel 2 7 
7 =Á4, 7 d TG 
3. (30 min.) Van eene meetkundige reeks van 10 termen 
is de reden — 2 en de som der termen — 93 ; van een reken- 


kundige reeks is het verschil — E. Als men weet, dat het 


product der 4de termen van beide reeksen gelijk is aan den 
3den term der rekenkundige reeks, hoeveel termen moet deze 
laatste dan bevatten, wil de som van beide reeksen gelijk zijn. 


Meetkunde. 
1. (40 min.) In A ABC liggen D, EB en F respectievelijk 
op AB, BC, en AC en welzoo, dat AD =; AB, BE = 3 BO 


en CF —= 5 AC is, 


De lijnen, die D met E en B met F' verbinden, snijden 
elkander in G. 

Welke verhouding bestaat er tusschen DG en GE en tus- 
tusschen BG en GF. 

2. (40 min.) In een cirkel met middelpunt M is AB eene 
gegeven middellijn en C een punt op die middellijn tusschen 
A en M gelegen. De lijn, die CB loodrecht middendoor deelt, 
snijdt den cirkelomtrek in D. Op den boog AD nu wordt 
het punt B zoodanig genomen, dat boog ED == boog BD. 
Indien DE de verlengde lijn BA snijdt in F, wordt gevraagd 


te bewijzen, dat: 
AM? = MC Xx MF, 
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3, (40 min.) Als men in een regelmatigen vijfhoek alle 
diagonalen trekt, dan ontstaat weer een regelmatige vijfhoek. 
Bereken diens inhoud, als de zijde van den oorspronkelijken 
vijfhoek == a is. 

Rekenkunde, 

1. (30 min.) Een koopman verkoopt van eene partij koffie 
aan A het : tegen zulk een prijs, dat hij na aftrek van 2 ®/, 
voor contante betaling er f 940,80 voor ontving. Eenigen 
tijd later verkocht hij aan B de rest, tegen f 3 de 100 KG. 
‘hooger, met 3°/, voor contante betaling. Hoe groot was de 
partij, zoo hij van B f 779,88 ontving ? 

2. (50 min.) Een voetganger gaat ’s morgens om 7 uur 
met een snelheid van 5 KM, per uur van A naar B en om 
9 uur vertrekt een rijtuig uit B naar A met een snelheid van 
7 KM. per uur. Bij de ontmoeting heeft het rijtuig 0,84 maal 
zooveel afgelegd als de voetganger. Hoe lang is de weg ? 

3. (30 min.) Een ploeg arbeiders kan een werk afmaken 
in 108 dagen. Werken zij elken dag 2 uur meer, dan doen 
zij het in 90 dagen. 

Hoeveel uur zal die ploeg per dag moeten werken, om het 
werk in 120 dagen af te hebben ? 


Natuurkunde. 


1. (!/, uur.) Een vat, 20 Liter inhoud, staat in verbin- 
ding met een perspomp en is gevuld met lucht van 75 cM. 
spanning, welke spanning gelijk is aan den heerschenden bui- 
tenluchtsdruk. Het vat is gesloten door een klep, die 20 cM? 
oppervlakte heeft en belast is met een gewicht van 35,7 KG. 
Als de inhoud van de zuigbuis 1,5 Liter is vraagt men: 

a. hoeveel slagen van de perspomp zullen noodig zijn, om 
de spanning in het vat gelijk te maken aan de drukking op 
de klep en 

b. hoeveel het gewicht zal bedragen van de lucht, die zich 
dan in het vat bevindt ? 

1 L, lucht weegt bij eene spanning van 76 cM. 1,3 gram; 
soort. gew. kwik == 13,6. 
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2. (!/, uur.) Een volumeter, die in water drijft, wijst 
100 aan; men hangt er onder aan een stukje ijzer, dat 15,6 
gram weegt, daardoor daalt de volumeter tot 120, 

Hoe groot is het gewicht van den volumeter ? S. G, ijzer = 1,8 





Schriftelijk werk voor het examen van Adspirant-admini- 
strateur bij de Marine, gehouden te ’s-Gravenhage 
20 en 21 Juli 1894. 


Rekenkunde (1°/, uur). 


(De vraagstukken moeten zonder behulp van stelkunde wor- 
den opgelost. Volgorde naar verkiezing. Netjes werken.) 


15 11 | 1 17 
1. Wat kost ET HM, + Up DM. + 535 M. + 305 dM. 


tegen 195 ct. den cM. (Tiendeelig bewerken.) 


2. Hoe laat is het, als voor het eerst na 7 uur de uur- 
wijzer met den minuutwijzer een rechten hoek vormt ? 

3. Bereken 1v”-(0,64 x 8,07) Xx B” (0,064 X 8,7). (De wortels 
trekken tot in 3 decimalen en de bewerking er bij.) 

4. Een bak, gemaakt van planken, die 2,5 cM. dik zijn, 
is aan den bwitenkant 12,5 dM. lang, 58 cM, breed en 75 cM. 
hoog. Hoeveel L. water kan er in ? 

5, Van eene partij aardappelen wordt 25 HL. met 12 pet. 


winst en (6 HL. met 6, pet. verlies verkocht, Voor de eerste 


partij ontvangt men f 35,75 meer dan voor de tweede. Wat 
was de inkoop van 1 HL, ? 


6. A en B kunnen samen een werk afmaken in 85 dag. 


De werkkrachten van A en B verhouden zich als 5 en 4. A 
werkt eerst 4 dagen alleen, daarna B 3 dagen alleen. Zoo 
zij nu de rest samen verrichten, wat ontvangt dan ieder van 
de 24 gulden, die voor het werk betaald wordt ? 


Stelkunde (1 uur). 


(Volgorde naar verkiezing.) 
1. Vereenvoudig den vorm: 
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v (at 2) XW (a —«) 


De 


B (a*—x*) XU (a + 2) 


Ämter nte 








2. Los x op uit: a’ Xb "zc 


3. Hoeveel is: , 

a:b3 atb5 0, 

Ee Gr: 

4. Voegt men bij een getal van 2 cijfers, dat het viervoud 

is van de som zijner cijfers, 18, dan verkrijgt men cen getal 

met dezelfde cijfers in omgekeerde volgorde. Welk was het 
eerste getal ? 


2 
3 





1234 
5. Bereken: EE 


Meetkunde. 

(Volgorde naar verkiezing.) 

1. Verdeel een driehoek in 3 gelijke deelen door lijnen 
evenwijdig aan eene der zijden. 

2. Bewijs, dat de zijde van den regelmatigen vijf hoek het 
grootste stuk is van de in uiterste en middelste reden ver- 
deelde diagonaal. 

3. Druk de oppervlakte van een cirkelsegment met een 
boog van 60° in den straal uit. 


Opgaven voor het Toelatings-examen aan de Rijks- 
Veeartsenijschool te Utrecht, 1894. 


Stelkunde. 
1. Te herleiden: 


Bla DT EX (a) Ex (ao XB (aa) 8. 

2. Een wegwerker had twee hoopen kubieke steenen, ieder 
in kubusvorm opgestapeld. De zijde van den eenen kubus be-- 
vat 5 steenen meer dan die van den anderen; de eerste kubus 
bevat 2375 steenen meer dan de tweede. Hoeveel steenen lig- 
gen in elk der beide hoopen ? 


3. Gegeven 2’ = p en EN lj: 
Men vraagt hieruit de waarden van vx en y te vinden. 
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4. De som van 4 getallen is een kwadraat ; het eerste ge- 


tal is 4 minder dan het 2e, dit 4. minder dan het 3e en 


dit weder 5 minder dan het 4e; welke zijn die getallen ? 


5. Men vraagt drie op elkander volgende geheele getallen 
te vinden, waarvan de som door 3 en de som van welker vier- 


kant door 5 deelbaar is. 
FPrigonometrie. 


1. Welke verhouding bestaat er tusschen de zijden van een. 
driehoek , wanneer sin A —= 2 eos B.sin B? 

2. Los rs op uit de vergelijking: 

_ 4sinr.cosv +-tgeJeotr =4. 

3. Om twee schijven is kruiselings een koord geslagen. Be- 
reken de lengte van dat koord als de stralen 1,375 M. en 
0,452 M. zijn en de afstanden der middelpunten 13,754 M. 
bedraagt. 

4, De tophoek van A ABC is 67°25'30”. De deelen, waarin 
de hoogtelijn de basis verdeelt zijn 12,75 en 14,56 cM. Hoe 
groot zijn de deelen van den tophoek ? 

5. Bepaal de oppervlakte van een regelmatigen tienhoek, 
waarvan de straal des ingeschreven cirkels 7,2 is. 


Planimetrie. 


1. Eene lijn is in de uiterste en middelste reden verdeeld. 
Op het kleinste stuk als basis heeft men een gelijkbeenigen 
driehoek beschreven, waarvan de opstaande zijde gelijk is aan 
het grootste stuk. Bewijs, dat van dien gelijkbeenigen drie- 
hoek de tophoek de helft is van den hoek aan de basis. 

2. Construeer een vierkant, waarvan de inhoud gelijk is 


aan za v5(5J- 25). 

3. Indien de straal van een cirkel gegeven is, vraagt men 
den inhoud te vinden van het cirkelsegment, waarvan de boog 
EBS, ie 

4, Van een willekeurigen vierhoek is de som der vierkan- 
ten op de zijden gelijk aan de som der vierkanten op de dia- 
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gonalen plus 4 maal het vierkant van de lijn, die de middens 
der diagonalen vereenigt. 

5. Van een in- en omgeschreven regelmatigen zeshoek ver- 
schillen de zijden 2 eM. Construeer deze figuren. 

6. Een parallelogram heeft een hoek van 18°, terwijl twee 
zijden om dien hoek a en b el lang zijn. De zijde van den 
gelijkzijdigen driehoek te berekenen, die half zoo groot is, als 
dat parallelogram. 


Stereometrie. 


1. Van een kubus worden de lichaamshoeken zoo afgesne- 
den, dat de overblijvende deelen der vlakken regelm. acht- 
hoeken worden. Wanneer de ribbe van de kubus a is, hoe 
groot is dan de opp. en de inhoud van het overgebleven lichaam ? 

2. In een bol met een straal R is een kegel zoo beschre- 
ven, dat de top van den kegel ligt op de oppervlakte van den 
bol. Bereken den inhoud der drie deelen, waarin de bol wordt 


verdeeld, als de hoogte van den kegel 5 R is. 


3. Van twee elkaar snijdende ballen zijn de stralen 13 en 
15 en de afstand der middelpunten 14, Bereken het stuk, 
dat de bollen gemeen hebben. 

4. Im een regelm. achtvlak is een kubus zóó beschreven, 
dat de hoekpunten samenvallen met de middelpunten der zij- 
vlakken van het achtvlak. Bereken de verhouding der inhou- 
den van beide lichamen, als de ribbe van het achtvlak a is. 

5. Van een afgeknotten kegel zijn de stralen van grond- 
en bovenvlak R en 7, Hoe groot moet de hoogte zijn om er 
een bol in te kunnen beschrijven ? 


Rekenkunde. 


1. Iemand zet voor één jaar een kapitaal uit tegen 4 °/, en 
een ander tegen 5°. Na 8 maanden verwisselt hij de per- 


1 
centen en heeft daardoor f 35 nadeel. Hoe groot is elk kapi- 


taal, als zij samen f 11,000 bedragen ? 
__ 2. Een graanhandelaar verkoopt een partij rogge à 7,15 
de HL., die hem f 6,50 gekost heeft. Zoo zijne winst, door- 
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dat de rogge gekrompen is, slechts 0,1 °/, bedraagt, vraagt 
men hoeveel de rogge per honderd is gekrompen ? 
3. A arbeidt aan zeker werk 4 dagen en daarna B 6 dagen. 


De rest doen zij samen in 145 dag. Als B in die 6 dagen 


- doet van hetgeen A overliet, in hoeveel dagen kan dan elk 


het werk alleen doen ? 

4. A‚B,C en D moeten f 165 zoo verdeelen, dat hunne 
aandeelen in die volgorde eene meetkundige evenredigheid vor- 
men. Als A en B samen f 60 en C en D f 105 ontvangen, 
hoeveel krijgt dan ieder ? 

5. Een schuld, groot f 180, wordt betaald met rijksdaal- 
ders, guldens en halve guldens, samen 150 stukken. Het aan- 
tal rijksdaalders staat tot dat der guldens als 2 : 3. Men 
vraagt het aantal van ieder. 

6. Als men de termen eener meetkundige Ean 
met een zelfde getal vermindert, verkrijgt men de getallen 
18, 29, 10 en 17. Welke is die evenredigheid ? 
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druk. (172). Amsterdam, 1894, W. Versluys . . f 1,25 
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Maakt het voorstellen van getallen door letters een 
bewijs algemeener ? 


Op blz. 116 van dezen jaargang van „De Vriend der Wis- 
kunde” beantwoordt de heer W. F. KorprscHaar JR. boven- 
staande vraag in bevestigenden zin. Hij zegt daar: 

„Het bewijs van eigenschappen uit de getallenleer wordt 
veel beter, bepaaldelijk veel algemeener , als men van letters 
gebruik maakt.’ 

Het is waarlijk jammer, dat de heer Korrrscraar het niet 
noodig acht, deze stelling te bewijzen, zelfs niet, haar eenigs- 
zins nader toe te lichten. Men zoude daaruit bijna tot de ge- 
volgtrekking komen, dat het antwoord des heeren KoPPEsCHAAR 
op de vraag, die ik hier boven plaatste, eene algemeen erkende 
waarheid is, die ieder gemakkelijk inzien en geredelijk toe- 
stemmen zal. 

Toch kan het den heer Korrrscraar niet onbekend geweest 
zijn, dat niet allen met hem hierin eenstemmig denken. Ook 
vergunne hij mij, tegen wat ik hierboven uit zijn artikel 
„Waartoe dient het voorstellen van getallen door letters’ citeerde, 
eenige bedenkingen aan te voeren. 

In zijne „Kern van de Theorie der Rekenkunde’ maakt de 
heer W. H. WrsseLink in bijna alle bewijzen gebruik van 
letters, terwijl daarentegen de heer VersLuys in zijn „Leerboek 
der Rekenkunde steeds van bepaalde getallen gebruik maakt. 
Zijn nu de bewijzen van den heer VersLuvs minder algemeen 
dan die van den heer WissrLink ? Laat ons, om dit te onder- 
zoeken, de bewijzen eener zelfde stelling van WissrLinK en 
van VersLuys naast elkander plaatsen. Nemen we daartoe 
de eigenschap : 

In elke evenredigheid is het product der uiterste termen 
gelijk aan dat der middelste. 


Bewijs volgens Wr1SSELINK. 
„Gegeven : Te bewijzen: 
Mobri BNET DL 
Bewijs. Vooraf merken we op, dat a, b, c en d geene 
geheele getallen behoeven voor te stellen. In plaats van a: 5 
—=c:d kunnen we ook schrijven: 
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oid 
hed f 
BE SH verm. met b X d. 


(Kern, blz. 53, st. 77.) 


Bewijs volgens VersLuys. 


4 


eere lend FSM B 
„Nemen we de evenredigheid 35 5 di ‘10 of in den vorm 
sl a 
van breuken —=—= ek 
5 3 
10 


Maken wij deze breuken gelijknamig, door teller en noemer 
der eerste breuk te vermenigvuldigen met den noemer van 
de tweede breuk en teller en noemer van de tweede breuk 


1 
met den noemer — van de eerste breuk, dan verkrijgt men: 


5 
Biet veh: 
DNA 
Saen Lj 3 


10*5 5 “10 

Omdat deze twee breuken gelijk zijn evenals hare noemers, 

moeten ook de tellers even groot zijn; dus: 
Oet rtl 
105 DES X57 : 

De factoren van dit eerste product zijn de uiterste <termen 
der evenredigheid en de factoren van het tweede product zijn 
de middelste termen,” 

(Leerb. der Rekenk. Ze dr. blz. 110.) 

En, gaan we nu met deze bewijzen naast elkander ons nog 
eens afvragen: maakt het voorstellen van getallen door letters 
een bewijs inderdaad algemeener, dan zoude ik het antwoord, 
dat de heer KorrrscHaar daarop geeft, niet gaarne voor mijne 
rekening willen nemen. Immers: het bewijs van den heer 
VersLuys is zoodanig, dat men, welke getallen men ook 
neemt, steeds meer denzelfden gang zal kunnen volgen. Of 
m.a.w. bij het bewijs van den heer VersLuys wordt de werken 
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lijke waarde der getallen geheel buiten rekening gelaten. — 
Natuurlijk zoude ik geheel aan de zijde van den heer Korrr- 
SCHAAR staan, als men bv. bovenstaande eigenschap aldus 
ging bewijzen : ’ 

STELLING. In elke evenredigheid is het product der uiterste 
termen gelijk aan dat der middelste. 

Bewijs. Nemen we de evenredigheid 2:4=3:6, dan is 
2X6—12, AK 3123 dus 2x6=4XB. 

Dan zou men metterdaad de eigenschap voor elke andere 
evenredigheid opnieuw moeten bewijzen en was werkelijk het 
bewijs verre van algemeen. Maar, omdat nu, als we boven- 
staande eigenschap bewijzen, zooals de heer VersuLuvys dit doet, 
de werkelijke waarde der getallen geheel buiten rekening blijft 
en men voor die getallen alle andere mag in de plaats stellen, 
kom ik tot het besluit, dat het bewijs van den heer VearsLuys 
waarlijk niet minder Rien is, dan dat van den heer Wis- 
SELINK, Slechts is dit het Geerse de heer WrissELINK 
neemt letters, die alle mogelijke getallenwaarden vertegen- 
woordigen ; de heer VersrLuys bepaalde getallen, die evenwel 
door alle andere mogen worden vervangen. Het bewijs van 
den heer Wrissrrink is van de getallenwaarden, die men aan 
de letters geeft en dat van den heer VersLuys is van de waarden 
der getallen, die men gebruikt, geheel onafhankelijk. 

En, welke stellingen uit VersLurs en Wr…ssELINK men nu 
ook naast elkander stelt, men zal steeds tot bovenstaande con - 
clusie komen. 

Genoeg ; na het bovenstaande zal het zeker een ieder duidelijk 
zijn, hoe ik meen, er toe te moeten komen, op de vraag: 
maakt het voorstellen van getallen door letters een bewijs alge- 
meener , een ontkennend antwoord te geven. 

Overigens zal ik met den heer Korrgscraar in vele gevallen 
een bewijs met letters boven een bewijs met bepaalde getallen 
prefereeren. En wel om de redenen in bovengenoemd artikel 
over „het voorstellen van getallen door letters” van den heer 
Korrrscraar onder 1°, 3°, 49 en 5° genoemd. Maar ook 
geloof ik, dat in sommige andere gevallen een bewijs met be- 
paalde getallen te verkiezen is boven een bewijs met letters 
en wel 
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1°. omdat het soms minder omslachtig is, dan een bewijs 
met letters en 

2°. wijl men bij het gebruik van getallen dikwijls minder 
te onthouden heeft, dan bij het gebruik van letters. 

Dit laatste behoeft eenige toelichting. Nemen we b.v. de 
stelling: (st. 44 van WrisseLINK.) 

Als een getal deelbaar is door eenige (twee aan twee) onder- 
ling ondeelbare deelers , dan is het ook deelbaar door ’t product 
van twee of meer van die deelers. 

Maakt men nu gebruik van letters, dan heeft men: 


Gegeven : Te Bewijzen: 
P. is deelbaar door a, door 5 P. is deelbaar door 
en door cs; axbxXe. 


d, b en c zijn twee aan twee ond. ond. 

Maar, gebruiken we in plaats van die letters bepaalde ge- 
tallen, dan krijgen we b.v: 

Gegeven : Te Bewijzen : 

850 is deelb. door 3, 5 en 7. 850 is deelb. door 3 X5 X 7. 

In het eerste geval heeft men te onthouden, dat a, b en c 
twee aan twee ond. ond. zijn; in het laatste onthoudt men dit, 
als men slechts de getallen ziet, van zelve. 


Spijk (Gron.) H. KeunNine. 
NASCHRIFT. 


Waarschijnlijk zullen de meeste lezers met mij eenigszins 
vreemd opzien van bovenstaande „bedenkingen”. Het zou 
haast den schijn hebben, alsof ik een formeelen aanval ge- 
richt had op de bewijzen met bepaalde getallen, welke de heer 
VersLuys in zijn leerboek der rekenkunde geeft. Niets is echter 
minder waar: naar aanleiding van de oplossing van opgave 
935 heb ik slechts in het kort de voordeelen opgesomd , aan 
het gebruik van letters verbonden, voordeelen, die iederen 
wiskundige bekend zijn. Ik beweer niet en heb niet beweerd, 
dat met bepaalde getallen geen deugdelijk bewijs mogelijk is, 
mijne bedoeling was eenvoudig te doen uitkomen, dat het ge- 
bruik van letters in ’t algemeen de voorkeur verdient. Immers, 
bij elk bewijs met bepaalde getallen moet men (streng genomen) 
aantoonen , dat de gevonden gelijkheid of waarheid niet af hangt 
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van de waarde der gebruikte getallen, en deze moeite bespaart 
men zich bij het gebruik van letters. Of ik nu zelf, bij het 
onderwijs bijv. , in alle gevallen letters zal aanbevelen, is een 
andere vraag, waarover men bladzijden vol zou kunnen schrijven. 
Dit hangt af van allerlei omstandigheden, als de aard der 
stelling, de leeftijd der leerlingen, hunne bevatting voor wis- 
kunde, enz. Sommige schrijvers (o.a. de heer VersLuys) zijn 
bovendien van meening, dat letters speciaal in de algebra thuis 
behooren en maken er om die reden geen gebruik van. Niet 
te ontkennen is het in elk geval, dat het bij jeugdige leer- 
lingen is aan te raden om niet onmiddellijk met algemeene 
bewijzen aan te vangen, maar deze in den beginne door be- 
wijzen met bepaalde getallen te doen voorafgaan. Dit doet 
echter niets af tot de kern mijner bewering. 

Na de voorgaande opmerkingen kan ik het bewijs van de 
hoofdeigenschap der evenredigheden met stilzwijgen voorbijgaan. 
Men kan verschillende bewijzen hiervoor geven, doch bij alle 
blijft het bovengezegde van kracht. 

Gaarne vereenig ik mij met de laatste opmerking van den 
heer Keuninae, dat in enkele gevallen het gebruik van be- 
paalde getallen aanbeveling verdient. W. E. K. 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" December 1894 franco 
bij den Redacteur A.J. van BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


1061. Een A ABC te construeeren, als gegeven zijn : de zijde 
BC =a, de mediaan BE —= men Z DAC =Z( mb) 


= de hoek tusschen de mediaan AD ende zijde AQ. 
(PETeRSEN.) H. SieRSMA, 
1062, Een A ABC te construeeren, als gegeven zijn: de zijde 
AC =b, de mediaan BE —= m, en L (m „a) = Z ADC 
=— de hoek tusschen de mediaan AD en de zijde BO. 
(PrTERSEN.) H. Srersma. 


1063. Door een gegeven punt een rechte te trekken, zóó dat 
het stuk van deze rechte, dat tusschen twee gegeven 


1064. 


1065. 


1066. 


1067, 


1068, 


1069. 


1070. 
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cirkels gelegen is, door het gegeven punt middendoor 
gedeeld wordt. 

(GRAVELAAR ) H. SrersMa. 
Als men uit het hoekpunt A van een willekeurigen 
vierhoek ABCD twee lijnen trekt naar de middens E en 
F van BO en CD, alsmede uit C twee lijnen naar de 
middens G en H van AB en AD, dan sluiten die lijnen 


een vierh. AKCL == : ABCD in. Bewijs dit. Ecer. 


Op eene middellijn AB eens cirkels M worden twee 
punten C en D gekozen op gelijken afstand van het 
middelpunt. Als men nu een dezer punten D verbindt 
met de niteinden E en F' der koorde EF, die door het 
andere punt C gaat, dan heeft de som van de tweede 
machten der zijden van den aldus gevormden A DEF 
eene standvastige waarde. Bewijs dit, 

(Eeer.) Ecer. 
Van een geliĳjkbeenigen driehoek is de oppervlakte 12 
dM? en een been 5 dM. Men vraagt naar de basis. 
(Der Gast.) 

Een vierhoek is een koorden= en tangenten=vierhoek , 
welks diagonalen elkander rechthoekig snijden. Als nu 
a en b twee overstaande zijden zijn, R == de straal 
van den omgeschreven, r die van den ingeschreven cirkel 
en I het oppervlak der figuur is, dan zal men hebben : 


1 ab 
Ei 2 2 ee 
R 5 vla +62), r RRD 


D. Dr. p. J. M. 


en [== 4b. Toon dit aan. 





Van een trapezium zijn de evenwijdige zijden, de lijn, 


die de middens dezer zijden vereenigt, en de afstand 
van het zwaartepunt tot een dezer zijden bekend. Men 
vraagt dit trapezium te construeeren. 

Als a eene gegevene rechte voorstelt, vraagt men de 


rechte # == ar” 45 —v (10 — 21/5) | te construeeren. 


a. Bepaal de meetkundige plaats der middelpunten van 
alle cirkels, die twee gegeven eirkels rechthoekig 
snijden. 


1071. 


1072, 


1073. 


1074, 


1075. 


1076, 
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b. Construeer een cirkel, die drie gegeven cirkels recht- 
hoekig snijdt. 
(VERSLUYS) H. VERHAGEN, 
Bewijs, dat de som van de 2e-machten der binomiaal- 
coëfficienten van de »-e macht gelijk is aan den mid- 
delsten binomiaal-coëtficient van de 27 e macht. 
(GRAVELAAR.) H. SreRrsMA. 
Bewijs, dat de som van de 2-e machten der binomiaal- 
coëfficienten van de „-e macht, beurtelings met de tee- 
kens + en — genomen, gelijk is aan den middelsten 
binomiaal-coëfficient van de „-e macht, als „» even is, 
en aan nul, als » oneven is. 
(GRAVELAAR.) H. SreRsMaA. - 
Bepaal de som der producten twee aan twee van de 
binomiaal-coëfficienten der #-e macht. 
(GRAVELAAR.). H. SrersMa. 
Boven de opening van een mijnput, die 196 M. diep 
is, wordt een kogel loodrecht naar boven geschoten 
met een snelheld van 147 M. per seconde. Hoe hoog 
stijgt die kogel en na hoeveel seconden en met welke 
snelheid bereikt hij den bodem van den put? (9 = 9,8 M.) 
(Amsterdam.) 
Aan eene rivier liggen twee plaatsen A en B. A ligt 
40 KM, boven B. Om de 3 uren vertrekt eene stoom- 
boot uit A naar B met eene snelheid van 10 KM. per 
uur. Om de 2 uren vertrekt eene boot uit B naar A 
met eene snelheid van 8 KM. per uur. Hoeveel maal 
zal er tusschen 12 en 3 uur eene ontmoeting van twee 
booten plaats hebben, als te 11 uur zoowel uit A als 
uit B de eerste boot vertrekt ? 
(Amsterdam.) 
Bereken de koopsom van 25 balen rijst, wegende bruto 


1725 kilo à 18 centen de kilo netto met 5 pere. kor- 
ting voor contant, als de stille uitslag 2 perc., goed 


gewicht Ee pet. en de tarra 2; kilo per baal bedraagt. 
(Rotterdam) 'V. D. War & VErRBORGE, 
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1077. Oplossen : 
edrat — (ed)? = 20592, 
1078. Oplossen : 


+1 2+3 


x+2 +4 


1 == 6,70375 
1079. Welke getallen geven bij deeling door 5, 6, 7,8 op 
de rij af 3, 1,0, 5 tot resten ? 
1080. Van twee vergelijkingen van den tweeden graad heeft 
elk tot wortels de som en het product der wortels der 
andere, Welke zijn deze twee vergelijkingen ? 


Eind-examen der Hoogere Burgerscholen in 1894, 


Meetkunde (3 uren). 


1. De top van een kegel valt samen met het middelpunt 
van een bol, terwijl het grondvlak van den kegel den bol 
raakt. Het stuk van den kegel, dat buiten den bol ligt, is even 
groot als dat van den bol, dat buiten den kegel valt. Hoe 
groot is het gemeenschappelijk stuk in den straal van den bol 
uitgedrukt ? 

2. Als twee koorden van een cirkel elkander rechthoekig 
snijden, dan is de som der tweede machten van de stukken 
dier koorden gelijk aan de tweede macht der middellijn. Be- 
wijs dit. 

3. Van een regelmatig viervlak FABC is de ribbe = a. 
Bereken den afstand van het midden van BC tot het zwaarte- 
punt van het vlak FAB. (Supplement, 404.) 


Stelkunde (3 uren). 
1. Los x op uit de vergelijking : 


eN 8 18, 

2. Een vat met een inhoud van 300 L, is gevuld met 
jenever van 50°. Men tapt er een zeker aantal liters uit en 
vult het aan met water. Daarna tapt men er 43 liters meer 
uit dan den eersten keer en vult het weer aan met water, Nu 
is de jenever in het vat van 44°/,. Hoeveel liters heeft men 
den eersten keer afgetapt ? 

De Vriend der Wiskunde, IX, 16 
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Trigonometrie (3 uren). 
1. Los p op uit 
sin p J-cosp =tgp — cot 0. 

2, In een driehoek ABC is bekend : 

AC =177,285 , BC = 89,214, / C =69°1012'. 

Men vraagt op AC een punt M te vinden, waaruit een lood- 
lijn MP op AB kan neergelaten worden, waardoor de drie- 
hoek in twee gelijke deelen wordt verdeeld. 

3. Te bewijzen, dat in elken driehoek, als a, b en c de 


hoeken zijn : 
cot a cot b + cot a cot e + cot beot e = 1. 


Natuurkunde (4 uren). 


A. Geef een beknopt en zakelijk antwoord op de volgende 
vragen : 

1. Hoe verandert de toon van eene snaar met het punt 
van aanstrijken ? 

2. Wat zijn de eigenschappen van verzadigde dampen ? 

3. Wat weet gij van het onzichtbare gedeelte van het 
zonnespectrum ? 

4. Hoe bewijst men de wet van Ohm door proeven ? 

B. Het volgende vraagstuk op te lossen: 

Men heeft 24 elementen van Bunsen. Achter elkander tot 
ééne batterij vereenigd, geven zij in 1 minuut in een volta= 
meter 7 cM? knalgas van O° en 760 mM. druk, De uitwen- 
dige weêrstand is hierbij het dubbele van den inwendigen weêr-= 
stand van ééne cel. Hoe zou men de elementen tet eene bat- 
terij moeten vereenigen om 13 cM3 knalgas van 0° en 760 
mM. te verkrijgen in Î minuut? 


Werktuigkunde (3 uren). 


1. Een kogel wordt onder een hoek van 60° met den ho- 
rizon voortgeworpen en botst in het hoogste punt van zijn baan 
tegen een verticalen wand. Indien bij die botsing e — 0,08 is, 
vraagt men waar, wanneer en onder welken hoek de kogel op 
den grond zal komen, indien gegeven is,dat de kogel 10 secon- 
den besteed heeft om in het hoogste punt zijner baan te komen, 
Neem g = 10 M. 
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2. Ben cirkelboog BCD wordt in een verticaal vlak ge- 
plaatst zoodanig, dat het punt C zich verticaal onder het mid- 
delpunt M bevindt, terwijl / BMC —=45° en / CMD == 60° is. 
In B is de akin BA getrokken. Een lichaam wordt in A 
losgelaten. Het glijdt eerst langs AB naar beneden, zet in 
B gekomen zijne beweging langs den cirkelboog BCD voort 
en verlaat dien ín het punt D. Men vraagt, waar het lichaam 
zal neêrkomen op het horizontale vlak door C gaande ? 

Het lichaam ondervindt bij zijne beweging langs AB eene 


wrijving, waarvoor de wrijvingscoöfficient iv? is, daaren- 


tegen geschiedt de beweging langs cirkelboog BCD zonder 
wrijving. AB=MC=5M. e= 10M. 


Scheikunde (3 uren). 


Hen opstel te maken over een der volgende onderwerpen : 

1. Verklaar de bereiding van Engelsch zwavelzuur; be- 
schrijf de toepassing van het zwavelzuur in de anorganische 
en de organische scheikunde. 

2. In welke groepen kan men de niet-metalen verdeelen en 
waarom? Beschrijf de bereidingswijze en toepassingen in de 
anorganische en de organische scheikunde van de elementen 
der chloorgroep. 

3. Welke belangrijke reeksen kent gij in de organische 
scheikunde? Beschrijf de bereidingswijze of het voorkomen 
in de natuur der termen van eene dier reeksen en de daarvan 
afgeleide producten. 


Rechtlijnig teekenen (Tijd: onbepaald). 


Construeer een regelmatigen achthoek, waarvan de zijde 6 
cM. is, teeken de middelpuntsdriehoeken , beschrijf van ieder 
dier driehoeken den ingeschreven cirkel en verder den aange- 
schreven cirkel ten opzichte van de basis. 

De zijden van de middelpunts-driehoeken, hunne verlengden, 
voor zoover die noodig zijn, en de cirkels moeten getrokken 
worden; de lijnen, die gediend hebben om de middelpunten 
der raakcirkels te vinden, moeten gestippeld worden, 
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Beschrijvende meetkunde (3 uren). 


1. Gegeven 3 punten in de ruimte en een vlak, gevraagd 
in het vlak een punt te bepalen op gelijke afstanden van de 
drie punten. 

2. Van eene lijn ligt elk punt even ver van twee gegeven 
vlakken. Bepaal de horizontale en de verticale projectie van 
deze lijn, als de derde projectie gegeven is. 


Boekhouden (2 uren). 


A. Journaliseer voor P. Kogel te Dordrecht : 

1. Juni 5. P. Kogel verkoopt voor rekening van R Dodge 
te Londen aan C. de Loos te Rotterdam 100 kranjangs suiker 
bruto 27940 KG., tegen 8°/, à f 14 per 100 KG. contant 


d 
13 Io 


2. Juni 6. P. Kogel zendt aan R. Dodge te Londen ver- 
kooprekening over de bovenstaande partij en brengt daarbij 
in rekening f 146,33 onkosten en 2°/, provisie. 

3. Juni 8. P. Kogel koopt een traite van J. Was te Dord- 
recht op P. Brown te Londen (aan de order van P, Kogel) 
groot £ 275, acht dagen na dato vervallende, betaalt deze 
wissel ad f 12,10 en remitteert hem aan R. Dodge te Londen 
ter voldoening van het netto provenu in post 2, 

4. Juni 9. P. Kogel geeft zijne quitantie op C. de Loos 
te Rotterdam (zie post 1) ter inkasseering aan de Dordtsche 
Kasvereeniging. 

5. Juni 13. P, Kogel verkoopt aan G. de Bruin te Dordrecht 


f 6000 Nationale Werkelijke Schuld 35 or 1014 oJ, provisie 


5 Vervaldagen der coupons 1 April en 1 October. 


B. Schrijf den wissel uit post 3. 

C. P, Kogel is te Berlijn R,‚ M. 5000 schuldig en kan remit- 
teeren à 59,15. Ook kan hij tegen den koers 48 een wissel 
in francs overmaken, die te Berlijn à 81 verkocht kan wor- 
den. Wat is het voordeeligst ? 
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Schriftelijk werk voor het examen Adelborst 
3e klasse 1892. 


Rekenkunde, van 2,30—4 uur. 


De vraagstukken op te lossen zonder behulp van stelkunde. 
Volgorde naar verkiezing. 

1. Herleid door toepassing van de eigenschappen der even- 
redigheden 


1 1 1 1 
(921785): (14e +253 IS (45-4763 ): 7 
tot eene evenredigheid, waarvan de eerste 3 termen geheele 
getallen zijn en de 4de term x is. (De eigenschappen, welke 


men toepast behoeven niet opgeschreven te worden). 
2. Vul het ontbrekende in: 


5 
(3 — Li) 6,303: … 
nt 
33 
3. Twee kapitalen, die f 2000 verschillen, staan op interest 
uit, het grootste tegen 4 °,, het kleinste tegen 4°/…. Na ver- 


loop van een jaar zijn de kapitalen met de interesten f 15642,50, 
hoe groot zijn de kapitalen ? 

4. In een houten bak, waarvan de binnenruimte den vorm 
van een kubus heeft en 8 dM? groot is, bevindt zich een ijzeren 
kogel, waarvan de inhoud 4,16 dM> en het gewicht 30,16 KG. 
is; overigens is de bak gevuld met zuiver water. Hoeveel 
weegt, de bak met zijn inhoud, als hij van boven open is, 
het hout 2 cM. dik en 1,1 maal zoo zwaar is als zuiver water ? 

5. Twee rechthoekige stukken land, die even lang zijn, 
verschillen 28,6 H‚A, in oppervlak. Bij het kleinste verhoudt 
zich de lengte tot de breedte als 5 tot 3, bij het grootste stuk 
als 18 tot 10. Hoeveel Meters zijn de stukken breed ? 


Stelkunde, van 9—10,30 ure. 


Volgorde naar verkiezing, 
1. Vereenvoudig den vorm: 
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(a) (or) (0-5) (vS 


2 2 2 
(etn) Ord: Cene) 

2, Zoek het K. G. V. van 2a? + 5ab — 3b?, a? — 2ab — 
155? en 243 — Jab — 6ab? J- 5b*. 

3. (De Vriend der Wiskunde, VII 1892, n° 814.) 

4, Idem n°. 815. 

5. Trek den vierkantswortel uit den vorm: 

ap ash Ware be ride Je. 

N.B. De bewerking behoort er bij. 

6. Eene som van 100 gulden bestaat uit kwartjes, guldens 
en rijksdaalders. Het aantal kwartjes staat tot het aantal 
guldens als 4 : 3 en tot het aantal rijksdaalders als 5 : 3. 
Uit hoeveel geldstukken van elke soort bestaat die som? 


Meetkunde van 11—12,30 uro. 


Volgorde naar verkiezing. 

Iste. In een gegeven driehoek trekt men uit een der hoek- 
punten eene lijn, die de overstaande zijde middendoor deelt, 
en uit een ander hoekpunt eene lijn , die den hoek middendoor 
deelt. Hoever ligt het snijpunt dier lijnen van de basis ver- 
wijderd ? 

2de. In een vierkant ABCD trekt men eene lijn AP, die 
de zijde CD in P zoodanig verdeelt, dat DP : CP —= 2 : 3. 
Daarna trekt men uit B eene lijn, die AP middendoor deelt 
en die AD treft in Q. Hoe verhoudt zich AQ tot DQ? 

3de. Van een driehoek is eene der opstaande zijden de helft 
der basis, terwijl de tweede opstaande zijde tot de eerstò staat 
als 3 : 2, De hoogtelijn uit den top is l Meter lang. Bereken 
den omtrek tot in milimeters nauwkeurig. 


Examen Adelborst, 1892. 


(Dit werk is opgegeven aan een candidaat, die door ziekte 
op den examendag verhinderd was en op een anderen dag 
komen mocht.) 
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Eerste dag. 


Rekenkunde, van 2 u.—3 u. 30 m. 


De vraagstukken op te lossen zonder behulp van stelkunde. 


Volgorde naar verkiezing. 
1. Herleid door toepassing van de eigenschappen der even- 


redigheden 
(32 J 18) : (ar) =etH49:3 02 
25/ 


tot eene evenredigheid, waarvan de eerste 3 termen geheele 
getallen zijn en de 4e term z is. (De eigenschappen, welke 
men toepast, behoeven niet opgeschreven te worden.) 
2, Vul het ontbrekende in 
OHL5I OM LIID 
0,09 x. 


3. Een jongen verteert 2 van zijn geld en 1 cent, daarna 


- van hetgeen hij nog bezit en 3 centen, waarna hij 25 cent 


overhoudt. Hoeveel centen heeft hij bezeten ? 
4. Drie maaiers maaien het gras van een land af, dat een 
oppervlakte heeft van 23,45 HA. A en B kunnen het À 


zamen doen in 1275 dag, B en C in 105, dag, A en Cin 107 


dag; hoeveel M? heeft elk der maaiers bij het einde van He 


werk afgemaaid ? 
5. Twee kapitalen verschillen / 7000, het grootste staat 


uit tegen 62 °, en brengt in denzelfden tijd tweemaal zoo- 


veel rente op, als het kleinste, dat tegen 15° of, uitstaat. Hoe 


groot zijn de kapitalen ? 
Tweede dag. 
Stelkunde, van 9u—1l0u 30 m. 


Volgorde naar verkiezing. 

1. Herleid zooveel mogelijk den vorm: 
1872? (3az —3by pdc — 4d  c2 — d? kt | 32 (a —b) 
ad-b'| Tet 7d '\ 21a2y? "42 — 452 as—by 
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2. Zoek het K.,G. V. van 
2 — Day H-2y?, 22 Bay — 2? en 232? — Ary? 43, 

3. Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 

p (2729) x()9 
att par a! 

4, Verdrijf de wortels uit den noemer van den vorm 
bed et 
DD be 

5. Trek den vierkantswortel uit den vorm: 

a* — 2ab — Zar (e —d) + b2 +2 viíe —d) He —d. 

N.B. De bewerking behoort er bij. 

6. Twee lichamen bewegen zich van dezelfde plaats in de- 
zelfde richting. Het eerste vertrekt echter 4 uren vroeger dan 
het tweede. De snelheid, waarmede het eerste lichaam zich 
beweegt, staat tot die van het tweede als b:c. Men vraagt, 
na hoeveel uren het tweede lichaam het eerste heeft ingehaald. 


en ontwikkel daarna de uitkomst. 


Na de oplossing voor a — Eb b = 1 en c=9 in de plaats 
stellen. | 
Meetkunde , van 11 u—l12 u. 30 m. 

Volgorde naar verkiezing. 

1. (De Vriend der Wiskunde, IX, 1894, no. 1030.) 

2. Construeer een parallelogram , waarvan gegeven zijn de 
onderlinge afstanden der evenwijdige zijden , en de loodlijn uit 
een der hoekpunten op de overstaande diagonaal neergelaten. 

3. In een rechthoekigen driehoek, waarvan de rechthoeks- 
zijden gelijk a en b zijn, trekt men de lijnen, die de scherpe 
hoeken middendoor deelen. Hoever ligt haar snijpunt van de 
zijden des driehoeks verwijderd ? 


, 


lets over het construeeren der lijn #—= arc. 


Als men eene rechte lijn # = ar”c moet construeeren, waarin 
a eene rechte lijn en c een oneven getal voorstelt, kan 
men v =l’ca.a stellen en dan de meetkundig middelevenredige 
tusschen ca en a construeeren. De constructie is dan een bij= 
zonder geval van het construeeren der rechte lijn z =y/ac, 
waarin a en c beide gegeven rechte lijnen aanduiden. 
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Men kan ook de lijn z = arc, als a eene rechte lijn en c 
een oneven getal voorstelt, construeeren door middel van recht- 
hoekige driehoeken. Moet men daarbij de stelling van Pyrra- 
GORAS eenige malen toepassen, zooals bijv. bij e= av’7, dan 
wordt de constructie omslachtig. 

Inplaats daarvan kan men in het algemeen # == arc, als 
a eene rechte lijn en c een oneven getal voorstelt, beschou- 
wen als eene catheet (rechthoekszijde) van een rechthoekigen 


ë ce—l cl 
driehoek, waarvan dan (5 )a de andere catheet, en EE )e 
de hypotenusa is. Men heeft: 

La Lee Nas Aert Tv) e+1\? Ges EN (0E 
En VIG elv) Ak 
1 Cadel eetl Vi= 

(CE et), dee 


In de toepassing kan men deze herleiding bekorten door 
te schrijven: 


VE VIE EI 


etl el B c—l kat 
VEE ne 


ed 





VoorBeeLD. Men vraagt de lijn w« =arv17 te construeeren. 
Door toepassing van den bovenstaanden algemeenen regel 


is nu de hypotenusa = En ND a 


catheet —= Eb Has en „a == 84 en de andere catheet 
v—=ar/17, want 


Dn |(0aya— (Ba)t |= vr (92—8t)at =(81-64)at = ay 17 
of korter #—= rv (0 + 8)(9-—8) a? = ar17, 


Evenzoo: 9 = fan 1 


et 2 
‚=V He Gn Di Pre ben ‚a? rat ar, 


Juli nn H. A, vaN BEUNINGEN, JZN. 





‚4= da, de eene 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 10411060. 


1041. a) Om een A ABC is een cirkel beschreven; de drie 
cirkelsegmenten worden, om de zijden van den A 
als as, naar binnen gewenteld. Bewijs, dat de drie 
omgewentelde bogen door één punt D gaan. 

b) De middelpunten M,, M,, M, der drie nieuwe 
bogen zijn de hoekpunten van een A , wiens zijden 
gelijk en evenwijdig zijn aan die van den oorsproù- 
kelijken ; het snijpunt D is het middelpunt van den 
omgeschreven cirkel van dezen nieuwen A. Bewijs, 

c) De lijnen AM,, BM,, CM, gaan door één punt 
Bewijs. C. A. Crror. 

Oplossing. 





a) Bewijs. Laten de omgekeerde bogen, waarvan AC en 
AB de koorden zijn, elkaar in D snijden. Nu is 
Z ADB =180° — / ACB 
ZL ADC =180° —/ ABC 
ZL ADB + / ADC == 360° — (/ ACB + / ABC). 
Derhalve / BDC = / ACB +ZABC = 180°— / BAC; 
het segment dat BC v. d. omg. cirkel afsnijdt, bevat ook 
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hoeken van die grootte; de boog BDC is dus eongruent met 
den boog BEC, m.a.w. BDC is BEC, om BC omgekeerd. 


1) Bewijs. MG MM, ; MF — 5 MM,, waaruit: 


GF//M‚M, en M‚M, = 2FG. 
G is het midden van AB, F is het midden van BC, dus 


"FG j/AC en = TAC. Daarom M‚M, == en (/ AC. Even- 


eens bewijst men het voor de andere zijden. 

D ligt op een afstand == straal v. d. omg. cirkel van ABC, 
van M,, M, en M.,, en is derhalve middelpunt v. d. omg. 
cirkel van M‚M‚M.. 

De lezer ga nu voor zich zelven na in welk geval D en M 
samenvallen; verder of het punt D nog een andere betee- 
kenis heeft. 


ce) Bewijs. BM,M,C is een parallelogram , dus de lijnen 
CM, en BM, deelen elkaar middendoor. Eveneens AM, en 
BM,. De drie lijnen gaan derhalve door één punt. Daar 
verder b.v. MM, en AD gelijk en evenwijdig zijn (waarom ?) 
is ook MM DA een par. en deelen de lijnen M‚A en MD 
elkaar ook middendoor ; bovenbedoeld snijpunt ligt dus midden 
op de lijn MD. C. A. Cikor. 


1042. Een vierhoek is in een cirkel beschreven; wentelt men 
de vier segmenten om de zijden naar binnen , dan zijn 
de snijpunten der omgekeerde bogen de hoekpunten van 
eenen nieuwen vierhoek, die congruent is met den oor- 
spronkelijken. De zijden van den nieuwen vierhoek zijn 
evenwijdig met de overeenkomstige zijden van den oor- 
spronkelijken. Bestaan er nog meer betrekkingen tus- 
schen beide vierhoeken ? C. A. Crkor. 


Oplossing. 


L FEB =/ FCB, omdat het hoeken a d. omtrek zijn, die 
in gelijke cirkels op gelijke bogen staan. 
Noemen we die hoeken 5. 





L DOF — 2 DOB —b; / DOB — 5 (bg AD + bg AB) 


1 
L DOF — 5 (bg AD + bg AB) — 5. 
L DEF — 360° — (/ DEA + / AEB + U) 
/ DEA — 180° — bg AD | 


/. AEB — 180° — bg AB | 


‚_ DEA + / AEB =— 360° — : (bg AD + bg AB) 
‚DEF = 360° — 360° + 7 (bg AD + bg AB) — 6 


= 5 (bg AD + bg AB) —b 
ZL DEF = / DCF; op dezelfde wijze blijkt: / EDC = / EFC. 
CDEF is dus een par,, en daarom CF == en // CD. 
Zoo blijkt dat alle zijden van den eenen vierhoek gelijk en 
evenwijdig zijn aan die’ van den anderen; de vierhoeken heb- 
ben dus de zijden gelijk en de hoeken, ze zijn dus congruent. 
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Verder is gemakkelijk te bewijzen, dat M‚D en M,‚B even- 
wijdig zijn; daar zij verder gelijk zijn aan den straal v. d. 
oorspronkelijken cirkel, is dus M‚DBM, een par., waaruit 
volgt, dat M‚M, gelijk en evenwijdig is aan de diag. BD, 
enz., derhalve: de vier middelpunten der omgekeerde bogen 
zijn de hoekpunten van een par., waarvan de zijden gelijk en 
evenwijdig zijn aan de diagonalen van den oorspronkelijken 
vierhoek. Nog kan o.a. bewezen worden dat de 4 lijnen , 
die de gelijkst. hoekpunten verbinden, door één punt gaan. 

C. A. Crkor. 
1043. In een driehoek een punt te bepalen zóó dat, wanneer 
men uit dat punt loodlijnen neerlaat op de drie zijden, 
de voetpunten dier loodlijnen de hoekpunten zijn van 
eenen driehoek, die gelijkvormig is met den oorspron- 
kelijken. C. A. Cikor. 
Oplossing. 

Zij het punt P binnen A ABC het gezochte punt. Wil nu 
A DEF @ A ABC zijn, dan moet / EFD =/ A zijn. 

Om den vierhoek PEFBD kan een cirkel beschreven worden, 
waaruit volgt / PFD=/ PBD ==. Evenzoo is / EFP == 
LACP==a«. Nog is 

/ EPD == 180° — A 
LEPC == 90° —a 
LDPB= 90° — 2 
Som == 360° — (A Ja + £) 
CPB = Ata 3. 
Voor de gelijkvormigheid is noodig: «a + 2 == A, dus 
CPB —= 2A. 

asen Het punt P moet dus 
liggen op den boog van 
een cirkelsegment, dat BC 
tot koorde heeft, en hoe= 
ken bevat = 2/ A. Op 
dezelfde manier vindt men 
dat het moet liggen op 
den boog van een seg= 
ment, dat AC tot koorde 
heeft, en hoeken bevat 
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= 2/B; P ligt dus op het snijpunt dier bogen, dat het 
middelpunt v. d, omg. cirkel is. 

Opmerking, In dit bewijs is van de veronderstelling uit- 
gegaan, dat het punt F moet overeenkomen met A, wat zeer 
waarschijnlijk is. Erkent men die noodzakelijkheid niet, dan 
dient de redactie van de opgave natuurlijk gewijzigd te worden. 

C: A. Crikor. 


1044. De middellijn van een cirkel heeft men aan de eene 
zijde zoover verlengd, tot dat het stuk buiten den 
cirkel = ”R (R de straal van den cirkel) wordt. Uit 
dit eindpunt trekt men een raaklijn aan den cirkel en 
uit het verkregen raakpunt een loodlijn op de middel- 
lijn. Bewijs, dat deze loodlijn de middellijn verdeelt 


in de stukken (EE )R en ( 


Oplossing. 








sr An 


(De lezer teekene de figuur.) 
Zij M het middelpunt, AC de 
middellijn =2R, CD =xR, DE 
de raaklijn en EB._L AC, dan is 
volgens het theorema van KRAFFT: 
AD xBC —=AB Xx OD, 





of (n 4-2) Rx BC =(2R— BO) nk, 

dus VE BC) n. Co 
Hieruit volgt BC = Da R,‚ dus AB =— nd R 
D. Dr. po. J. M. 


Tweede oplossing. 


Trek ME, dan is A MED rechthoekig in E en 
ME? =MB.MD, 








of R? = MB (MC + CD) = MB (n 41) R en MB En 
nJ-2 
AB — AM + MB — En es 
n 


v. D. War & VERBORG. 
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Derde oplossing. 


AMEDme A EBD, dus MD: ED —=ED: BD of 
ED? = MD. BD. 
Verder is ED? = MD? — ME?, dus MD . BD —= MD? — ME? 
of (n 4-1) R.BD =(n J-1)?.R? — R?, waaruit 
(nJ-1). BD = (n° + 21) R 








_ (n° + 2n PE 

BD En DE )R, MB MD — BD = 7 
ABR MA ()R, BO —=?2R — AB— (ri)E 
J. B. BAKKER. 


Vierde oplossing. 
Onderstelde : CD =x„R, DE |l ME en BE | AC. 
nJ- 5) n 

Gestelde + “AB — Gen )r,‚ Bo= ( rie 

Bewijs. = (n +1) En en AD =(nJ-2)R. 

Nu is hae 2) | 
terwijl BD — DE? : DM — n (n-+2) R? : (n-HI) R=—= © Eer R. 

- Bn nT n(n + 2) r a 

Danis ABAD —BD — (142) R — SOR: (ti R. 

Verder is BC = AC — AB =BD — 0D 


_n(n+2) gj 
dus BO Rake ( 











Nn 
nt Ì ) B 
M. Simons. 
1045. In een gegeven cirkel een A te beschrijven, als ge- 


geven zijn de middens der bogen, die door de zijden 
van den A onderspannen worden. S. pe Gasr, Jz. 


Oplossing. 
(De lezer teekene eene figuur). 
Zij ABC de gevraagde driehoek, A 
het midden van bg BC, B’ het midden 
van bg AC en C' het midden van bg AB, 


dan is gemakkelijk te bewijzen , dat 
AA’ LBC’, BB 1 AC' en CC _ AB 
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Hieruit volgt de constructie: Verbind de middens der bogen 
A, B, C, trek in A ABC’ de hoogtelijnen en verleng deze 
tot ze den cirkel snijden. De snijpunten zijn de hoekpunten 
van den gevraagden driehoek. 


Tweede oplossing. 


(De lezer teekene eene figuur.) 

Zij ABC de gevraagde driehoek, A’ 
het midden van bg BC, B’ het midden 
van bg AC en C' het midden van bg AB, 
M het middelpunt van den cirkel. 

Neem een willekeurig punt P op bg BA’ en teeken het punt 
P,, dat met P symmetrisch ligt ten opzichte van MA, Even- 
zoo P,, dat met P, symmetrisch ligt ten opzichte van MB’, 
Eindelijk P,, dat met P, symmetrisch ligt ten opzichte van 
MC'. Men bewijst nu gemakkelijk 

BP 0P er ABT BP4 
dus is bg BP ==bgBP,. Het hoekpunt B is dus te vinden, 
Uit B trekt men BA//P;P, en BC//PP, en vereenigt dan 
A met C. 
Derde oplossing. 

(De lezer teekene eene figuur.) 

Construeer een driehoek PQR, wiens 
zijden in de gegeven punten A’, B, C' 
raken aan den cirkel. De zijden van 
dezen driehoek loopen evenwijdig aan die 

van den gevraagden driehoek. De lijnen, die de hoeken van 
beide driehoeken middendoor deelen, loopen ook 2 aan 2 even- 
wijdig. Deze lijnen kunnen in A PQR geconstrueerd worden, 
Trekken we nu uit de punten A’, B' en C' lijnen evenwijdig 
met de bissectrices van A PQR, dan zijn de hoekpunten A, 
B en C van den gevraagden driehoek de snijpunten dezer lijnen 
met den cirkel, 


1046, Een punt te bepalen, waaruit men aan twee gegeven 
eirkels raaklijnen kan trekken, die even groot zijn en 
een gegeven hoek vormen, 

(GRAVELAAR, Plan. 394.) H. SreRrsMa, 
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Oplossing. 





Laat P (P') het gevraagde punt zijn, PC en PD (P'C' en 
PD’) de gelijke raaklijnen en / CPD (C'P'D') de gegeven hoek. 
Trekken we de stralen naar de raakpunten door, tot ze elkaar 
snijden in een punt A (A) en verbinden we dit met P (P’) 
dan zijn de AA DPA en CPA (D'P'A’ en C'P'A’) congruent, 
en dus DA — CA (D'A'= CA’); is nu punt A (A) bekend, 
dan kennen we ook de ligging der raakpunten, en dus de 
raaklijnen. Nemen we op AD (AD) een stuk AB —= AN 
(A'B' == A’N) en trekken BN (B'N) dan is: 

MB = MA— NA —=(DA— DM) — (CA — CN) = CN — DM = 
het verschil der stralen van de geg. cirkels. 
\MB' = MA’ — NA’ = (MD'+ DA) —(C'A — CN) == 

MD'+C'N == de som der stralen van de gegeven cirkels, } 

L MBN (/ MB'N)=— 90° +5 / MAN (90° +5 / MA'N)= 


De Vriend der Wiskunde. IX. 17 
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90° + 5 (180°—/ DPC) = 180°— 5 LDPC , (180° — 7 LDPO); 
A MNB (MNB') is dus te eonstrueeren. We hebben dus: 
Rene op MN als koorde een segment, dat een hoek == 


180° — 5 ed hoek bevat; (beneden of boven MN); beschrijf 


uit M ie het verschil (de som) der stralen een cirkelboog, 
die boog MBN snijdt; trek MB (MB') door; verbind B (B) 
met N en zet daarop als basis een geliĳkb. A met / MBA _ 
(2 MB'A) tot basishoek. Zoo is A (A') gevonden, en vindon 
we dus ook de raakpunten , waarna de getrokken raaklijnen 
zullen voldoen. 

Het bewijs verblijve den lezer. 

Opmerking. Door het segment aan de andere zijde te zet- 
ten, krijgen we nog 2 punten, Door den hoek te nemen, 
die hier het suppl. is van den geg. hoek, zullen we zoo nog 
4 punten vinden; de verlengden der raakl. vormen dan den 
gegeven hoek. Zullen de raakl., die resp. evenw. aan die 
van onze figuur getrokken kunnen worden, ook aan de vraag 
voldoen ? De lezer onderzoeke zulks. H, SrERSMA. 


1047. In den scherphoekigen A ABC is de ingeschreven cirkel 
beschreven en zijn de raakpunten D, E en F' vereenigd. 
Men vraagt nu: 

d) de lengte der zijden van dezen ingeschreven A DEF 
te berekenen, als die van A ABC gegeven zijn. 
b) de lengte a zijden van A ABC te berekenen, als 
die van den ingeschreven A DEF gegeven zijn. 
D. War & VERBORGH. 
Oplossing. 
a) Stel BC =a, AC ==, 
AB = ec; 
EF, DE Sj en 
AL AF =p BD DES 
CD =CH=n. 
Dan isp dq =eptn=b, 
q J-n=a, zoodat 


pd-gtn == (abo) elks 
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p=, Q=msb, NZL. 
Trek BH_L DF, CIL DE, DK J. EF. 
Nu is / DEK =/ BDH— bg DF, dus A DEK «@ ABDH 


en LDFK = / CDI — bg DE, dus A DFK @ ACDI 
dus EK:DE—=DH:BD en FK :DF —=DI: CD, 
maar DH — DE en DI =DE, dus 
BK:e= 5910 en PK iy=gern 
BK = 5 en FR= 5, 
il EK J- FK = He dus 


2qn 2 (s — b) (s —c) 
DE =D zoodat = = EE Ee Ge TAN ( î 





gn q 
Evenzoo % == 2e AE A ne SET GE) 
Uit de laatste drie vergelijkingen vindt men nu : 
ne) tE, 


y=2(s— yes, 
) de 


Als a=b =c, dan is zage. 





b) Men moet nu a, b en c vinden, als #, y en z gege- 
ven zijn. 
We vonden 
Ye 2gn_ re 2np ay pg 
v qd-n’ np’ 2 pq 
Voor deze Plien kan men schrijven 
EET ie Ben Dek de 


) 


gn T ye’ np T za’ pq ay 
2 


1 Was n ll 1 1 _ 22 
Ban ie A ip 


waaruit 
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Vermindert men nu deze vergelijking met elk der voor- 
gaande drie, dan vindt men: 


Dele Pen 
p Pay Ye TYz 
UAR: Ta Aar Am 
qe Ek Hs 
1 Re dijn 
nT yz yo ape 
4 B Kal vs 
waaruit OS br qe ep, 
Ee TEE en verder 
2o3yz 
Ee A 
EE 2y3ea 


GPe Fe) 
tn Dy 223 oy 
TPA OF)! 


ARE Sy zB ESA 
Tweede oplossing. 
a) BO =a, AC==b:en AB SG 
M is het middelpunt van den inge- 
schreven cirkel. 
Zij at+b4ec=2s, dan is 
AEZAF=s—g, 
BD Z=BE == s—ö5 
en CD =CHE=Z=s—c, 
ME= MF =r, 
In vierhoek AFME zijn de // AFM 
| en AEM — 90°. Deze vierhoek is dus een 
koordenvierhoek en bijgevolg 
MF Xx AE + EM Xx AF = AM Xx EF 
of daar AM = VAF? + MF? =V{s—a)? 47? is: 
P(8— a) Hr (8 — a) = BEV (o — 0)" Fr? 
of 2r(s — a) =EFV(s — a)? Jr? 
en EF —= Et 
DEE 
EF — ed V(s — b) (s — c) bo, 


of daar r= en wordt 
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Op dezelfde wijze vinden we: 
oC — a) (s— 5) ab 


ld V(s — 4) (s — c) ac. 


en DF —= 


b) Zij EF =d, DF —=e en DE—=f. ME=MF=r. 
Stellen. we AE =AF =e, dan is AM = Va? +1? 


In vierh, AFME is nu dx? Jr? =2rt 
dea? J dr? = Art? 





De der? def 
on oet eee 
waaruit #? = PCH of daar r = Ais 
dierfs 
WSA 
cz EA 16 [> Ee deerf? 
T Ader f? Ev 4e f? — 16? 
16 T° 
B se TI 
Bern Ge ef: — AT 


Zij BF=BD==y en CD =CHE=z, dan vinden we op 
dezelfde wijze : 


Er 1 ee, 1 
We Vaal 2 AT 
We vinden dus: 

5 def 1 1 Vv 1 
Erdee PAR + der 4D 
AC =ed-2== enz. en AB =rJ-y== enz. 


Deze vormen kan men nader herleiden. Door toe te passen 
Krarrer, Leerb. Meetk. 1 $ 163 en 164, le druk, vindt men 


de hoogtelijn h op d is gelijk aan inr 
Dit vermenigvuldigd met 7 geeft: 


in 7 Wadter — (d*He—f°)?, waaruit : 


Beet he B en 412 —=d?e? — Ged 
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fa Ne 
de: —4T? is dus = de? — (ae Te MET B f2) ) 
_ (A2 He? —f:)? 


i en derhalve 


45 def) 1 SEE, 
er 2 (d2 Je? — f2)? Td? Het —f? 
4 
Op dezelfde wijze kan men vinden: 
def ie def 
et df? —d? A ee d° +f? ETT 


: ee 1 
Derh, is Bd (arn nk 


U 


1 : 1 
BC —= def esn Wan) 
en Mlt (ap tarer): 


v. D. War & VERBORGH. 


1048. In een der zijden van een A een punt te bepalen, 
zoodanig, dat, wanneer uit dat punt lijnen evenwijdig 
aan de andere zijden worden getrokken, van dien A 
een parallelogram wordt afgesneden zoo groot mogelijk. 
L. W. van DER LEE, 
Oplossing. 
Zij P een punt in BC, waaruit 
PE // AC en PF'// AB getrokken zijn. 
Verplaatst P zich naar C, dan 
verandert het parallelogram van 
grootte. Komt P in ©, dan wordt 
de zijde PF nul en valt de zijde 
PE met AC samen. Het parallelo- 
gram gaat dan over in de lijn AC 
en zijn inhoud wordt nul. 
Beweegt P zich naar B, dan verandert het parallelogram 
eveneens van grootte. Komt P in B, dan wordt PE nul en 
valt PF samen met AB. Het parallelogram gaat dan over in 
de zijde AB en zijn inhoud wordt nul 
Tusschen de punten B en C moet dus een punt P liggen ; 
zoodanig , dat het parallelogram PEAF maximum is. 
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Bij de verplaatsing van P naar C en B neemt de inhoud 
van het parallelogram af tot nul en toe tot zijn maximum en 
verkrijgt dus alle waarden tusschen nul en den maximum inhoud. 
Als P dichter bij C ligt dan bij B, zal, bij de verplaatsing van 
P naar B, ergens een punt P' liggen, zoodanig, dat parallelo- 
gram P'E'AF' even groot is als parallelogram PEAF. 

Stel de basis AE =# en de hoogte PH (op AB neergelaten) 
== y, dan is Inh. par. PEAF = ry = maximum. 

Stel eveneens AE' == 4 en PH’ —=y’, dan is 

Inh. par. PEAF'=ry. 
Als rx verandert van grootte, verandert insgelijks g. 
Nu is A PBE» A CAB, dus 
PH:BE ==CD:AB 
y:le—z)= hre 


h 
nin Cad, 
Na substitutie dezer waarde van y in die voor den inhoud 
van het parallelogram vindt men 


Inh. par. PFAE =zy = Ze — x) x = maximum. 


Evenzoo is Inh. par. PEAF' =ery = , (e—z)e', 
maar par. PFAE = par. PF'AE', dusay = 2 of 
h h ek, 
ig dd (e — af 
Cn Tt =er ar? 
dra =ec(t —t) 
(& 2D) (& Hz) — ed — 4) =0 
(2! —@) (a + v— Ce) =Û 
dus # —v =0Oeng +r—ce=0. 
Uit #/ —#=—=0 volgt, datz’ = xd.i, P' valt in P. 
Uit 2! 4-4 —e=0 volgt, dat z/ Jr =c. Stelt men hierin 


1 
v=—=v,dan is 2e G 
h 1 homie neh 
en Var Orme sar 


P is dus het midden van BC, 
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Tweede oplossing. 


Gegeven : A ABC, waarin 
F// AB, FE /, AC. 

Gevraagd: Inh. par. APFE 
maximum. 

Uit P en F laten we PG en FH 
loodrecht op AB neer, dan is 
par. APFE == rechth. GPFH. 

Zij mu OD he, AB Sep POEH Ma 
Inh. GPFH == zg. 
Nu moet zy zoo groot AN: zijn. Wij stellen zy —= p*° (1). 


Uit de gelijkvormigheid der AA ABC en PFC volgt en 


Zd waaruit y —= And „ Substitueeren wij deze waarde 
van y in (1) en maken we 't tweede lid — 0, dan bekomen wij 
cx? — cha J- hp? = 0. 

Wij vinden nuz—= en ‚ Nu moet z 
bestaanbaar zijn en dus de vorm onder ’t wortelteeken positief 


et iel 
derhalve c2h? — 4 chp? \ 0 of p? =. Hoogstens kan nu 
Ee Gr: 5 


h_1 
p? =ay == par. APFE zoo groot als 7 = 3 A ABC zijn. 


APFE = 3 A ABC — CD X JAB, zoodat PG = ; CD en 
dus F in ’t midden van BC ligt. 
Anders. 


Zal par. APFE maximum zijn, dan moet de som der 
gelijkvormige AA PFC en EBF minimum wezen. Wij stel- 
len BC == 24 en CF —=a—J-x dan is BE =a— z. De inhou- 
den der beide driehoeken verhouden zich nu als (a4-x)? : (a—z)?. 
Laten deze p (a + x)? en p (a — 4%)? zijn, dan is hun som — 2p 
(a? 42°). Deze som is een minimum als x == 0, m.a w. als 
F in ’t midden van BC ligt, In dit geval ligt P in ’t midden van AC: 

L. W. var DER Lee, 
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„ 1049, Bewijs het theorema van Pyrracoras voor een stomp- 
hoekigen driehoek door de leer van den cirkel en twee 
snijdende lijnen. 

(Eindex. Gymn. Doetinchem, 1894.) 
Oplossing. 
Zij ABC de gegeven driehoek. 
Beschrijf uit C als middelpunt, met 
BC als straal, den cirkel BOPG, die 
AC in O, het verlengde van AC in 
P en het verlengde van AB in G 
snijdt, en laat uit C de loodlijn CD 
vallen, die BG midden doordeelt, dan is: 
AP Xx AO —= AG X AB, 


of (AC + BC) (AC — BO) —= (AB + 2BD) AB, 
waaruit volgt: AC? — BC? — AB? + 2 AB x BD, 
of AC? = BC? + AB? —J- 2 AB x BD. D. J. M. 


Tweede oplossing. 


(De lezer teekene de figuur.) 

Zij ABC een driehoek, stomphoekig 
in A. Beschrijven we op AC een cir- 
kel, die BC snijdt in D en het ver- 
lengde van BA in E,‚ en laten wij uit 
B de loodlijn BF neer op het verlengde 
van CA, dan zal de cirkel op BC be- 
schreven door Een F' gaan en men heeft: 

1°, BD Xx BC = BA Xx BE. 
2%, BA xAE = AF x AC, 
3°, BOXxXCD=CF Xx AC. 
Uit (L) en (3) volgt: 
(BD + CD) BO —= BC? —=BA Xx BE + CF X AC, 
Uit (len (2): (BE-—AE)AB —= AB? —= BD Xx BC —AF Xx AC, 
Uit (2)en (3): (CF — AF)AC —= AC? —= BCO x CD —BA Xx AB. 
Werken we dit verder uit, dan vinden we 
BC? = AB? +AB Xx AE + AC? + AC XAF 
—= AB? + AC? + 2AB x AE 
of —= AB? + AC? + 2AC Xx AF. 
v. D, War & VerBoren; M, Simons. 
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1050, Werkstuk. In een rechthoek is een diagonaal getrok- 
ken, alsmede de loodlijnen uit de beide andere hoek- 
punten op die diagonaal. Indien nu de lengte dezer 
loodlijnen , benevens de afstand hunner voeten bekend 
is, vraagt men hieruit de zijden en den inhoud van 
den rechthoek te berekenen en de figuur te constru- 
eeren. J. C. Eeen. 


Oplossing. 


Zij ABCD de rechthoek ; trek hierin de diagonalen AC en 
BD, die elkander in O snijden, alsmede de loodlijnen DE en 
BE. Nemen wij DE = BF — a en EO = OF =b, dan is 
DO =v (a? + 6?) dus de diagonaal BD ZAC = 21 (a? Jb’). 

Verder is 
AE = AO — EO =v (a? + b°) — b, waardoor 


AD? =|y (a2Hb2)—b * Ja? =2a2 222 (a? Hb?) en 


AB? = AF? + BF? — | (a? + tb) + a? 
— 22. + 22 + Wy (a? + 5?) 
waardoor AD =1v/ |2 (a? + 6?) —2by (a? +b2)| 


en AB == |2 (ar 452) + 2 (a? +5) 
zoodat Inhoud 
ABCD =ABXAD =| \4 (a? +b) — 44° (24) 
—= Zar (a? + b°). 

Om den rechthoek te construeeren, trekt men eerst eene lijn 
DB—= 21 (a? J-b?); om die lijn als middellijn trekt men een 
cirkel; op een der uiteinden dier lijn eene loodlijn BG —a, 
door G eene lijn evenwijdig aan BD ; verbindt men een der snij- 
punten C van deze lijn met den cirkel als hoekpunt met B en D, 
dan is BOD een rechth. driehoek en de helft van den begeerden 
rechthoek. J. C. Keer, 


1051. Welke zijn de wortels der vergelijking : 
vr 8? dr 42=0. J.C. Eeen. 
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Oplossing. 
Gegeven: os —8v? +42 =0. 
dan komt 3 Gor 


Stel op nieuw y= 5 


dan verandert de vergelijking in 





613 20 
5 
ol Pages t 57 
183, 226981 
6 == 
of ze LJ 27° 37 0 
waaruit Den ee (—91 2701’ —3) 
en zg (14210 —3) 
Om den derde-machtswortel uit dien vorm te vinden, stelt 
men hem — a J-1v/b, waardoor 
a3 J- 3ab=— 91 
en (3a2 +b)yvbz=t270r —8. 
Stelt men in deze laatste vergel. vb == m1’ —3, dan is 
270 
2 
3a2 Jbz mj 
b=— 3m? 
waardoor 3a? er a J-3m? 
en a? amer en me? 
m==2 geeft a?—= 454, Ad 
9 1 
MES, Rd ô 
MES » a tE 20 + 20, 
Ent 1 
2 jm nd en md er _— 
dus a 20 207 =tg 
5 1 1 
2 ee == ed En: Ciel 
M= geeft a 36 + 65: a 63 
Deze drie waarden in de vergel. a? + 3ab = — 91 over- 


brengende , vindt men dat daaraan voldoen: 
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advb=—1d2r 3, 7 4-91 —3) 
en 58-51 —8) 
of zi), EH —3) 


en s (18 bv —8). 


Met de eerste waarde vindt men 
61 —TH2/—8 61 


EET ne Te en 

SEEN A 

ET rn 
8 14 8 


Evenzoo vindt men uit de tweede waarde van z 
1 8 
y= en ey == 8 
en voor de derde waarde van z 
13 8 
y=g == mat 
Anders. 
Men kan trachten het eerste lid in 2 deelen te splitsen, 
om daardoor tot ontbinding in factoren te komen. 
3 — 8u? Jr J- 42 =0; 
#3 — 1022 J- 2la + 2? — 204 J- 42 =0 


of (we H- 2 (a? — 10e +21) = 0; 
(ed 2) (wv —7)(e —3)=0 
waaruit #, = —2, #, =3ven z, =7. J. C. Bern. 


1052. Bepaal de limiet van de som der oneindig voortloo- 
pende reeks | 


Er LD En De 5 
Sadia ig agt Men 
(J. Versuuys, Rek. vrgst. voor meergev. bl. 88, no. 17.) 
H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
De gegeven reeks kan gesplitst worden in een aantal reek- 
sen, te weten: 


Do 
Go 
ò 


1 1 1 1 1 1 
S= ztitgtigttgt 
ES LOL NE 1d 
Dd ornata dont út 
1 1 1 1 
Ss = ati tss teit 
Mert 
B Eea ee es . 
5 575 Tet 
1 
Ne 2 
De limiet van S, = aar Tie 1 
Uns 
1 1 
” ” » 5, =zlim8, =3 
1E 1 
E) ” 5 S= lim 8, Ed 
Kr 1 
n vn ” S,=glim.S, ars 


De som S is dus gelijk aan 1 gdjtst 
1 


ras 
2 


dus lim.S = 


Opmerking. Bovenstaande oplossing wordt van dergelijke 
sommaties bij elementaire behandeling voldoende geacht, In- 
tusschen is er iets in, wat tot nadenken noopt. Om juist te 
zijn, moeten wij opmerken, dat de limiet der som van eenige 
getallen gelijk is aan de som der limieten dier getallen, als die 
getallen in eindig aantal voorkomen. Maar S,, S,,S,... vor- 
men een oneindig aantal oneindige reeksen, en nu dient de zaak 
wel degelijk nader te worden onderzocht, 


1 
Voor S, schrijven wij: 1 — ex 
1 1 1 
RD nt, 


2 
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1 


n+2 


1 
Voor S= r°r schrijven wij: Ee 
: 2 


Voor S dus vinden wij; 1 +-! 5 7 Bet 


1 1 1 
BOTEN ge Ee 5e 
1 
ot S= rn zgn) 
ee E 
B Ee 
97 9 9 


en lim. S = 2, als „ grooter wordt dan elk getal, Wij heb- 
ben telkens » gebruikt, om den klimmenden exponent aan te 
duiden ; ’t was misschien juister geweest, verschillende teekens 
bij de verschillende sommaties te bezigen, maar het resultaat 
zou hetzelfde zijn gebleven, als ik dat gedaan had. 

-H., VERHAGEN. 


1053, P heeft 80 KG, thee van { 3 en 22 KG. van f 2,40, 
Hij vermengt die in twee partijen en wel zoo, dat de 
eerste een waarde van f 2,90 en de andere van / 2,80 
de KG. verkrijgt. Hoeveel KG. van elk heeft hij voor 


ieder mengsel genomen. H. VERHAGEN, 
(Idem, bl. 54 no. 14.) (Rotterdam , 1887.) 
Oplossing. 


Er is in ’t geheel 80 + 22 == 102 KG., ter gezamenlijke 
waarde van f (80 x3 + 22 x 2,40) =f 292,80. De 102 KG, 
op f 2,80 rekenende, krijgen wij voor de totale waarde f 285,60, 
dus f 7,20 te weinig ; dat wordt vereffend door de KG. à f 2,90, 
die 10 cents per KG. meer gelden; er zijn dus f 7,20: f 0,10 
== 72 keer 1 KG. of 72 KG. à f 2,90 en 30 KG. à f 2,80. 

De KG. van f 3.— kost 10 cent meer dan f 2,90, die van 
f 2,40 kost 50 cent minder; om door menging Kilogrammen 
van f 2,90 te krijgen, moeten wij nemen 5 KG. van f 3.— 
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tegen 1 KG. van f 2,40; de 72 KG. zijn dus voor Ô ë 
di, 60 KG. van f 3.— 


enen „ f 2,40 
Maar dan bestond het tweede mengsel uit 20 KG. van f 3 — 
en10 „ „f 2,40 


H. VERHAGEN, 
1054. Los x en y op uit: 
(ae—3) (33) S za | 15 — (et) 3 
en v1723XxXrv(y—2w)=ll (y — 2). 


(Ex.-Eischen, 1890, bl. 17 no. 5.) P. 
Oplossing. 
1 id 
(3a—3)* | (3943) ie v | 15 — (wy 3 


1 


of Vee 3) x Ver 3)| En v |15 — (e+) 3/ 
of |V oe — By 843 3 — 3/ EN v [15 — @tor3 if 


Hieruit volgt successievelijk : 
Yay yrs rrd yr 
Jay —Wyv3J4rv3—18=0... (A) 
v1723 xv (y — 2) = ll (y — 2e), 
of (v1723 — 11) XV (y — 2e == 0. 
Daar (v/1723 — 11) niet O is, moet v” (y — 2x) = 0 zijn. 
Derhalve y — 2x —= Oen y = 22. 
Deze waarde van y in (A) substitueerende, heeft men : 
1822 — Ary 3 J-4ry3—18==0. Hieruit vindt men: 
1872 —18=0; 22 —1=0; 2 =tl eng =t2, 
Waarvan « = leny==2 alleen voldoen. 
v. D. WaL & VeERBORGH. 





1055. Een trein heeft een snelheid van 16 M. per sec. Op 
een gegeven oogenblik hoort een wachter een signaal 


e 2 6 
van dien trein en 3Le sec, later gaat de trein hem 
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voorbij. Als men de snelheid van het geluid stelt op 
330 M. per sec , hoe ver was dan de trein van den 
wachter, op het oogenblik, dat het signaal gegeven Werk | 
(Adelborst, 1894.) 


Oplossing. 
De snelheid van den trein is a van de snelheid van het 
geluid. Op het oogenblik dat het signaal gegeven wordt zal 
(dus in den tijd dat het geluid dien afstand afiegt) de trein 


16 814 
550 van dien afstand afleggen. Over de rest of « 330 Van dien 


afstand heeft de trein 315 seconde noodig. Over den gehee- 


len afstand heeft de trein derhalve Ee X 315 sec. = 33 secon- 
den noodig, en daar de trein 16 M, per sec, aflegt, is de 
gevraagde afstand 33 X 16 M., = 528 M, 


M. Simons; v. D. War & VERBORGH. 


Tweede oplossing. 


Het geluid legt 330 M. in 1 seconde af, de trein legt 330 


_M. af in Ee soo, — 205 sec. Dus zal, voor iedere 330 M., 


de trein 192 sec. na het geluid aankomen, 


Alzoo was de afstand van den wachter tot den trein : 


(315: 198) 880 MGM 


Derde oplossing. 
Heeft het geluid x seconden voor den afstand noodig, dan 


behoeft de trein daarvoor (315 +e) seconden , zoodat 


2 3 
330 « = (21 +e)16, waaruit » = 1; 


en de gevraagde afstand Et Xx 330 M. = 528 M. J.M. 
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1056. A en B gaan elkander gelijktijdig uit Xen Y te gemoet. 


Als zij elkander ontmoeten heeft A het 5 deel van den 
weg afgelegd, Was A 25 uur vroeger dan B op reis 


1 
gegaan, dan zou deze bij hunne ontmoeting het Ts 


deel van den weg hebben afgelegd, In hoeveel uur kon 
B den geheelen weg afleggen ? 
(Adelborst, 1894.) 

Oplossing. 


Als A en B gelijktijdig vertrekken, de eerste uit X en de 
| ti tweede uit Y, heeft A bij de ontmoeting 5 v. d. weg en B 
en D derhalve 5 v. d, weg afgelegd, zoodat de snelheden van A 
k _en B zich AR als 5: 4, 


Was A 25 uur vroeger dan B op reis gegaan, dan had B 


bij de ontmoeting je v. d, weg ne In denzelfden tijd, 


45 
Kn 14 __ 7 
E dien B geloopen heeft, heeft A — i sk miet d, weg afge- 
5 45 14 __31 

by, ie Daar A in het geheel alsdan DE ot d. weg 
Ke KS bee TLS 
__ heeft afgelegd, blijkt hieruit, dat A in 2 UUr je — 48 10 


| 2) v. d. weg afgelegd heeft, zoodat A den len weg kan af- 





leggen in 5 X 2- uur = 87 uur en B, wiens snelheid 


2 
B slechts : van die van A bedraagt, den geheelen weg kan af- 
sn leggen in Xx gÌ Uur 102 uur = 10 uur 25 minuten, 


4 3 12 
J.B. Bakker; J. M.; M. Simons; v. on. WAL & VERBORGE. 


_ 1057, Een gegeven driehoek ABC wordt toegevouwen zoo- 
danig dat het hoekpunt A in het midden van BC komt 
te liggen; bereken de lengte der vouw. 
| (Adelborst, 1894.) 

__ De Vriend der Wiskunde. IX, 18 
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Oplossing. 
Geg. AB =c, BO =a, AC = 5 
AD == m (mediaan), AE= ED, 
AG = GD; gevraagd EG. 
Omdat A AEDen A AGD beide 
gelijkbeenig zijn, staat EG _L AD. 
Zij O het snijpunt van AD en EG. 


LDGC == / OAG + / ODG = 
2/ OAG 


en zoo ook / BED =2/ EAO; 


trek daarom de bissectrices EK en GL. Nuis A BEK @ A BAD 
waardoor AB:EB z=AD:EK stel AE = ED =z, 
dus EB =c — 4. 





ere —r == m:EK 
of met Ee 
c 

Maar EK? —= EB x ED — BK x DK 
alc — 2), ar 
One X oe 

' m2(c—e? a?z (ce — «) 
Hierdoor EERE ve (c—) — in 
of Am? (ce —«) = 4c?x — a° 
Am? 


hd Med J- 42 — a: 


Hieruit volgt EO = VAE? — AO? 
4m?e 


Vire 


Stel AG —= y, CG = b—y, dan is om dezelfde reden 


ad a 


ADGLe A DAC, waardoor AD: GL == AC: GCO 
m:GL= b:b—y 

_m(b—y) 

—= 7 E 








of GL 
Ook is GL? = DG Xx GC — DL x LO 
a a(b — 
EN Aen Ex Gt 
of air =p EED 
a?y (b— 4) 


m2 (6 —y)? ak 
Ds Sn 
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of Am2b —Am?y = 4b?y — Ay 
Amb 
waardoor AG == y= Amt J4b2 — at" 


Nu is OG = VAG? — AO? 
NG) — 7 
0 Am? J- 4b? — a? 4 | 
N Am?*c 2 m2) 
BR vi Amt + mer grAnn 
4Am?b 2 me? 
Ue) an 


waarin 4m? == 2b° + 2e? — a?. EceR, 


Tweede oplossing. 





A ABC wordt toegevouwen, z00- 
dat A in het midden D van BC 
komt te liggen. Zij FE de vouw. 
Die vouw snijdt de zwaartelijn AD 
in het midden G. Is de driehoek 
omgevouwen, dan valt AE langs 
ED en AF langs FD. Omdat 
AE=ED, AG =SGD, is voor- 

eerst A AED gelijkbeenig en ten tweeden wordt AD door EF 
rechthoekig middendoor gedeeld. | 
Stellen wij den inhoud van A ABC=I, de zwaartelijn 
AD =p. Zij verder BO—=a, AC=b en AB =c. 
Laten we uit C de loodlijn CH op AD neer, dan is 


Ì 
AD xCH=I of p Xx CH =l en SR 





Ji VA dE 
Verder is: AH? —= AC? — CH? = 5? je 250 Pp _F 
p Pe 


ie bp? — RP. 
Omdat CH // EG hebben we: 


AG : AH z=EG:CH 
Wh.n2___I2 
of Dd 
2 p 
pi pi 
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Laten we uit B de loodlijn Bl op AD neer, dan vinden 
we op dezelfde wijze: 


I en SDE 
WE EVR) (cp. 1). 


1 
De lengte der vouw EF —= p er J ane) ’ 
Deze vorm is eenvoudiger dan de vorm, dien we bekomen 
als we de A uit de noemers teen. 


Daar p= 5 Lot 2c?— a? en I= V's (s—a) (s—b) (s—c) 


bekende grootheden zijn, is de lengte der vouw te berekenen. 
v. D. War & VeERBORGH. 


1058. Hoeveel tienhoeken zijn er, die tien gegeven punten tot 
hoekpunten hebben, als men ook tienhoeken meetelt, 
waarvan de omtrek zich zelven snijdt ? 

(J. Versuuys, Lrb.d. Alg. IL, S 289, 18.) Wa, 
Oplossing. 

Laten A, B, C, D, E,‚ F, G, H,‚ Ten J de tien gegeven 
punten zijn. Men kan nu alle tienhoeken uit 1 punt b.v. A 
trekken. Trekt men bijv. AB, BI, IJ, JD, DG, GH, HE, EF, 
FC en CA, dan is deze figuur eene der gevraagde. Dezelfde 
figuur verkrijgt men, als men de omgekeerde volgorde neemt, 
en eerst AC trekt, de laatste lijn is dan AB. 

Men kan A vereenigen met al de verschillende andere pun- 
ten en die negen punten op allerlel wijzen verschikken. 

Dit geeft 9.8.7.6.5.4.3.2 verschikkingen. 

Daar de beschreven tienhoek uit A op twee wijzen getrok- 
ken kan worden: uit A naar B en naar C, is dus het aantal 
tienhoeken de helft van het aantal verschikkingen. 

Er zijn dus 9.8.7.6.5.4.,3 = 181440 tienhoeken. 


Aanteekening. Als er 4 punten zijn kan men ee mk) 


vierhoeken trekken. 
Als er # punten zijn kan men 


(1) (12) (13) d 
2 


n-hoeken trekken. 
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1059. Hoeveel maal komt de factor 6 en hoe dikwijls de fac- 
tor 8 voor in het gedurig product der getallen 1,2, 
3, 4, 5, enz. tot en met 96? 
(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br. 43.) B. C. 


Oplossing. 
Van de getallen f tot en met 96 zijn alleen door 3 deelbaar : 
POR LIENZ RE 07 
waarvan het aantal gelijk is aan de geheelen van het quotient 


96:3. Die geheelen zijn 52. 
Deelt men de 32 voorgaande getallen alle door 8, dan be- 


komt men 1, 2, 3, 4, 5 enz. . . . «32, en van deze ge- 
tallen zijn nog door 3 deelbaar : 
BMGORESTEDZ. Oo vet, 


waarvan het aantal gelijk is aan de geheelen van het quotient 
32:3. Die geheelen zijn 10. 

De 10 voorgaande getallen alle door 3 gedeeld, en men be- 
komt: 1, 2, 3, 4 enz. . . » . 10, en van deze getallen 
zijn nog door 3 deelbaar : 

3, 6, 9, 
waarvan het aantal gelijk is aan de geheelen van het quotient 
10 : 3. Die geheelen zijn 3. 
Deelt men de 3 voorgaande getallen door 3, dan bekomt 
men: 1, 2, 3, en hiervan is nog door 3 deelbaar : 
93, 
d. i, 3:3 == 1 getal. 
De factor 3 komt dus in het gedurig product 
1X2X3X4X5X enz. . . . … 96 

32 + 10 + 3 + 1 of 46 maal voor. 

Het bedoelde gedurig product is dus deelbaar door ds 
maar niet door eene hoogere macht van 3. 

In ’t kort komt bovenstaande bewerking op de volgende 
bewerkingen neer : 

96:3 = 832, 32:38 =10,10:3=8, 3:3=1. 

De som dezer quotienten: 32 J 10 +3 146, wijst de 
hoogste macht van 3 aan, die in het gedurig product 1 X 2 
X 3 X 4 X enz..... X 96 voorkomt, 

Op dezelfde wijze vinden we: de hoogste macht van 2 voor- 
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komende in het gedurig product Î X2X38X4 enz.....X 96 
is 94. 


ee nl. Ë 
9 3 
7 =#8, S= 5 —=12, —- on E68. 
De som der en 48, 24, 12, 6, 3 en 1 is 94, 
294 2 293 axel = 2 X 811. 

De factor 8 komt in het gedurig product dus 31 maal voor. 

65219. 

346 Xx 294 bevat op zijn Hoos: 46 maal den factor 2.3 of 
6, want 
34 6, 994 
in het gedurig product dus 46 maal voor. 

v.D. War & VERBORGH, 


— 248 bevat geen factor 3 meer. De factor 6 komt 


1060. Het verschil van twee getallen, die uit dezelfde cijfers 
bestaan , wordt voorgesteld door 457(J62. Welk cijfer 
moet op de plaats van het teeken (] staan? 

(J. VersLuys, Deelbh. & Rep. br. 45.) B. G. 
Oplossing. 
Verplaatst men in een getal van 6 cijfers, b.v. 
abedef|— 1000004 + 100005 + 1000e + 100d J 10e + f 
een of meer der-cijfers, dan is het verschil steeds een 9-voud, 
Immers het verschil van bovenstaand getal en 
bdacef == 1000a + 100000b + 100e + 10000d + 10e + f 

of 99000a — 900005 + 900e — 9900 is deelbaar door 9. 

De som der cijfers of 24 J-(J] moet dus een 9-voud zijn. 
Het onbekende cijfer kan derhalve geen ander zijn dan 3. 
M. Simons. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
297. Construeer in het gemeenschappelijk gedeelte van twee 
elkaar snijdende cirkels een vierkant. 
(Wisserink, Vrgst. Mtx. III, S 21, 185.) W. Meren. 
Voor het geval dat de stralen der twee cirkels even groot 
zijn, wordt verwezen naar „De Vriend der Wiskunde”, V, 
bl, 231 no. 541. | 
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Voor ongelijke stralen voert de berekening tot eene vol- 
ledige vierdemachtsvergelijking. 


208, Hoe zou men het theorema van ProLEMEUS analytisch 
bewijzen ? 
(Krarper, Mtk. I, S 277, Opm.) M. J. B, 
Oplossing. - 


Ond. ABCD is een koordenvierhoek. 
Gest. AB XCD + ADXBC = ACXBD. 
Bewijs. Men moet aantoonen, dat 
AB x CD + AD x BC = AC X BD. 
Daartoe make men van het 2de lid 
eene som van twee producten. 
Kies bijv. op de lijn AC een punt E, zóo dat 
BD XCE=ADXBC. . « « « « (f) 
(dat dit mogelijk is blijkt uit het vervolg van het bewijs) 
AB x CD + AD x BC = BD x (AE + CE). 
Dan moet nog bewezen worden : | 
AB X CD =BD X AE of AB: BD = AE : CD. 
Uit (1) volgt: BD: BC = AD :CE en daar 


/ ADB = / HOB = ;bg AB: A ABD A EBC 
of / ABD =/ EBC, dus ‚ABE = / DBC en omdat 
/ BAR = 4 BDC = bg BO, 


heeft men A ABE A DBC of AB:BD == AE:CD, wat 
“nog bewezen moest worden. M. 


299. Als men een landkaart kleurt, waarin de districten of 
andere ouderdeelen door kleuren worden aangewezen, 
wordt natuurlijk vereischt, dat geen twee aangrenzende 
districten dezelfde kleur krijgen en door het te beproeven 
vindt men dat 4 kleuren daartoe altijd voldoende zijn, 
wat ook de vorm of het aantal der districten moge 
wezen. Waarom vier? Zou hetzelfde waar zijn, als de 
districten een bol moesten bedekken ? 
(J. VersLuys, Alg. Vrgst. Gov. II, bl, 43) A? 
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Men leze hierover na het opstel van E‚ Lvcas. Le problème 
géographique des quatre couleurs in de Revue Scientifique, No. 1, 
7 Juillet, 1883 ; alsmede dat van A. B. Kemer. On the Geo= 
graphical Problem of the four colours met de Note in the 
Preceding Paper by Wimriam E. Srory in the American 
Journal of Mathematics van Sylvester, t. II, p. 193 (1880). 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1041—1060 en 297 —29I zijn ingezonden door: 


J. B. Bakker, 1044—1046, 1048, 1051—1056, 1059, 1060. 

A. J. Jansen, 1041, 1042, 1044, 1045, 1047a, 1048, 1051— 
1053, 1055, 1056, 1059, 1060. 

E. C. K., 1044—1046, 1048, 1050—1052, 1059, 1060. 

J. M., 1050 —1052, 1055, 1056, 1059, 1060. 

M. Simons, 1041, 1042, 1044—1053, 1055, 1056, 1059, 1060. 

V.d. Wal & Verborgh, 1041, 1042, 1044, 1045, 1047—1057, 
1059—1060. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Dezer dagen verscheen bij J. B. Wolters te Groningen, het 
tweede gedeelte der Algebra van den heer N, L. W. A. GRa- 
VELAAR. Hiermede is het eerste deel van het Leerboek (nl. 
de Herleiding van rekenkundige vormen) compleet. 

We houden er ons van overtuigd, dat ieder, die kennis 
maakte met het eerste gedeelte van dit werk, met verlangen 
de verschijning van het nu volgende heeft tegemoet gezien. 

En inderdaad, dit verlangen had recht: 

Ons land heeft behoefte aan een werk als dit, waarin de 
getallentheorie als een flink logisch geheel wordt gegeven. De 
theorie der geheele getallen, der breuken, der onmeetbare en 
negatieve getallen moet aan elkaar sluiten. Men dient in te 
zien, dat iedere nieuwe getallensoort slechts moest dienen, 
om onze berekeningsmethoden te volmaken, Slechts omdat 
het zooveel gemakkelijker is, maakt men gebruik van breuken 
en negatieve en onmeetbare getallen, niet omdat het strikt 
‘noodzakelijk is. — Wie dit eenmaal goed inziet, zal geen 
moeite meer hebben met de studie der Algebra. Hij zal niet 


PÀ Alp 
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meer gedwongen zijn tot de betrekkelijk passieve opname der 
stof; neen, hij doorziet de zaken; hij weet, waarom de schrij - 
ver zóó deed en niet anders. 

Elke paedagoog weet, dat het in “t oog vallen van ’t doel 
voor den studeerende een eerste vereischte is, en dateen boek 
eerst dan goed begrepen is, als men een kijkje „achter de 
schermen” heeft genomen. En daarom zal elke onderwijzer , 
die zieh de moeite getroost kennis te maken met de methode, 
die als een gouden draad door den arbeid des heeren GrAvE- 
LAAR loopt, een vriend worden van diens zoo schoon samen- 
hangende Rekenkunde en Algebra. Ieder, die voor de lagere 
akte wiskunde studeert, zal kunnen ervaren (tis de eenstem- 
mige verklaring van hen, die ik ’t genoegen had bekend te 
maken met de genoemde Rekenkunde) dat het bestudeeren van 
de theorie der getallen volgens deze methode, eene belangrijke 
tijdsbesparing geeft. En bovendien, hoe bevredigend voor het 
verstand is het niet, dat men, bewust studeerende, den schrij- 
ver a. h. w. reeds vooruit iĳlt. De ware populariteit bestaat 
in duidelijkheid en niet in het ongemerkt over de kwestie 
heenglijden. Wie dan ook wenscht te begrijpen, waarom b.v. 
—1X—1==--1 moet zijn, of wat de zin is van het schijn- 


baar zoo geheimzinnige symbool F— 1, vrage het aan dit 
nieuwe „Leerboek der Algebra” en hĳ zal niet ongetroost 
heengaan. 

In eene uitgezochte collectie voorbeelden bij ieder hoofdstuk 
vindt men telkens de toepassing van het geleerde, zoodat het 
boek ook voor den praktieus een uitstekende vraagbaak kan 
zijn. En daar het bij de studie voor de lagere akte wiskunde 
noodzakelijk is, dat theorie en praktijk volkomen hand aan 
hand gaan, is dit Leerboek (in vereeniging met de Algebra- 
vraagstukken van denzelfden schrijver) net „pasklaar” voor 
hen, die zich voor bedoeld examen propareeren. | 

We wenschen het evenwel een veel grooter terrein toe, want 
’t is waard door iederen beoefenaar der wiskundige weten- 
schappen geraadpleegd te worden, 

Amsterdam , Sept. '94. W. UrrrerpiJkK. 





5 KJ 
KAOE EN 
Ehr \ 
282 
FM. Jarcer, Aphorismen en Curiosa benevenseen Overzicht 
van de Geschiedenis der Wiskunde, ten behoeve van allen f 
die de. Wiskunde onderwijzen en beoefenen. (VIII, 119). E: 


Haarlem, 1894, De Erven Loosjes . . . . …. … f 1,50 

Dit boek is eene bewerking van A. ReBiùre, Mathéma- 
tiques et Mathématiciens, Paris, 1889. Men mag het ge- 
rust een interessant boek noemen. Iedereen toch kan partij 
trekken van dit boek. De gedachten en gevoelens der groote 
denkers en wiskundigen van vroegeren en van lateren tijd 
treft men er in overvloed aan. Een paar aanhalingen geven 
wellicht eenig denkbeeld van den rijken inhoud. 

„Wil men eenig meetkundig vraagstuk oplossen, dan moet 
men het eerst als gevonden beschouwen, en namen geven 
aan al de lijnen, die noodig schijnen te zijn om het te vin- 
den, aan de onbekende even goed als aan de bekende. Ver- 
volgens, zonder eenig onderscheid te maken tusschen de be- 
kende en onbekende lijnen, tracht men een zelfde hoeveel- 
heid op twee wijzen uit te drukken, hetgeen men een ver- 
gelijking noemt.... Men moet ten slotte evenveel verge- 
lijkingen vinden als er onbekende lijnen zijn.” Drscartrs. 


„De teekens + en — wijzigen de hoeveelheid, waarvoor 
zij geplaatst worden, evenals het bijvoeglijk naamwoord het 
zelfstandig naamwoord wijzigt.” CAUCHY. 


„Het begrip van het oneindige, waarin men in de wis- 
kunde niets geheimzinnigs moet zien, is ten slotte geheel 
hiertoe terug te brengen : 

Op elk geheel getal volgt weer een ander.” TANNERY. 


Crrras, De Nieuwere Richting in het Lager Onderwijs, 
Theorie en Praktijk. Tweede, veel vermeerderde druk. 
(II, 167). D. Mijs, Tiel, 1894 . . . liel 

Evenals VersLuys’ Bnei bij net Rekenonder wijs 
(L—V) eene studie overwaard is, is het ook dit werkje. 
Eene plaats onder de handleidingen in de bibliotheek van 
iedere school verdienen beide ten volle. “ik 

H. v. p. Kamp, Beknopt Leerboek der Planimetrie. P. Noord- 
hoff , 1894, Groningen … & et Ao Soes Aer 
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W. H. Wisserink, Vraagstukken ter Oefening in de Reken- 
kunde. Re Hcope Zesde druk . .*. vd Ban fe db 
Idem, Natuurkundige Vraagstukken. EN stukje. Vierde, 
verbeterde druk. P. Noordhoff, 1894, Groningen . f 0,40 
J. VersLuys, Algebraïsche Rasen: Eerste stukje. 
Moist druks... nd atresie, ODO 
Idem, Deelbaarheid en Bnkerende Bnn Vijfde ver- 
beterde druk. Amsterdam, 1894, W. Versluys. . f 0,60 
P, J. Bos, Leerboek der Algebra. heôtie en Opgaven. Derde 
deel. (Met meer dan 1400 opgaven.) Tweede verbeterde druk. 
(144). 's-Gravenhage, 1894, Loman & Funke . . f 1,25 
Deze herdruk is met zorg herzien en vermeerderd. Als 
leiddraad bij de studie voor de akte wiskunde L. O0. ver- 
dient het gansche werk alle aanbeveling. 

P. Poor, Complement der Meetkunde. Met hoofdstukken over 
de nieuwere Meetkunde en de nieuwe Meetkunde van den 
driehoek. Met 97 Figuren. (170). Amsterdam, 1894, S. L. 
van Looy & H. Gerlings . . EAK Renet fd 

Uit dit boek is veel te id Zij, die voor een akte: 
examen studeeren, zullen den tijd, die zij besteden aan het 
doorlezen van het boek , wel niet beklagen; zij zullen on- 
getwijfeld met genoegen kennis maken met de verrassende 
ontdekkingen, welke in de laatste jaren op het gebied der 
elementaire meetkunde zijn gedaan. Over symmetrische fi- 
guren , homothetische figuren, inverse figuren, symmedianen, 
de punten van Brocarp, de córkels van Lemoine, TucKER 
en TayLor, harmonische veelhoeken, enz..... willen zij 
toch zeker ook wel eens wat lezen. Ook aan hen, die 
hunne examens al achter den rug hebben, kunnen we de 
kennismaking met dit boek ten zeerste aanbevelen. De 
theorema's van PyrHacoras of Proremeus, MeneLAuS of 
Crva, StrewART of Simson zijn toch voor hen niet de grens- 
palen hunner wiskundige weetgierigheid ? 

P. Poor, Verzameling van Planimetrische Vraagstukken met 
de Methoden ter Oplossing , ten dienste van het Middelbaar 
en U. L. Onderwijs en voor Zelfoefening. Tweede deel. 
Methoden. (88). Amsterdam, 1894, S. L. van Looy & H. 
DEORE nn ed be enen nende vee 0 is liet, zet f-.0,0Q 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Februari 1895 franco 


1081. 


1082. 


1083. 


1084, 


1085. 


1086. 


1087, 


1088. 


bij den Redacteur A. J. vaN BrRrEEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


Een driehoek te construeeren, als gegeven zijn LA, 
de zwaartelijn uit B en de hoek, die gevormd wordt 
door BC en de zwaartelijn uit C. 
(Perrrsen , 139.) H. SreRrsMA. 
Als men in het raakpunt van den ingeschreven cirkel 
met de hypotenusa van een rechthoekigen driehoek een 
loodlijn: opricht, die de rechthoekszijden of hare ver- 
lengden snijdt, dan ontstaan er twee rechthoekige drie- 
hoeken, waarvan het product der schuine zijden gelijk 
is aan het halve kwadraat der hypotenusa van den 
oorspronkelijken rechthoekigen driehoek. Bewijs dit. 
F. v. DrxHoorN. 
In A ABC vraagt men AD en BC, welke elkaar in F 


snijden, zoo te trekken, dat 


opp. A AEF — opp. A BDF = opp. vierh. CDFE. Wo. 
In het hoekpunt A van A ABC richt men AD 1 AB 
en AE j AC op, welke den omgeschreven cirkel in D 
en E ontmoeten. Bewijs nu dat 

vierhoek ADBE == vierhoek ADCE = A ABC. 
De cirkels, welke de vier zijden van een ingeschreven 
vierhoek tot koorden hebben, vormen met hunne vier 
snijpunten de hoekpunten van een nieuwen ingeschre- 
ven vierhoek. Bewijs dit. 
Tusschen de beenen van / A van A ABC eene rechte 
EF te trekken, zóó dat EF — BF — CE. 
Als men de overstaande zijden van een willekeurigen 
ingeschreven vierhoek verlengt tot zij elkaar ontmoeten 
en dan de bisscetriees trekt der twee verkregen hoeken, 
snijden deze lijnen de zijden van den vierhoek in vier 
punten, die de hoekpunten zijn van een ruit in den 
vierhoek beschreven. Bewijs dit. 
Van een ingeschreven vierhoek zijn de zijden gegeven. 
Bereken de diagonalen. 
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1089. In een A ABC trekt men de hoogtelijnen AD en CF. 
Als nu BD, CD en AF gegeven zijn, vraagt men den 
A ABC te construeeren. 

1090, In een gegeven vierkant een vierkant te construeeren , 
waarvan het oppervlak gegeven is. 

1091. Voor de 5 getallen a, v, /, », s eener rekenkundige 
reeks zijn drie voldoende om de andere twee te bepa- 
len. Men vraagt nu formules te vinden ter berekening 
dezer getallen, als er drie gegeven zijn. 

S. J. v. D. Vier. 

1092, Los wv op uit: 


as JBet HG o° J 2e” J 3e J- 1 =0, 
1093, Los # op uit: 
z-Î 4u —3 
vJ 2 54 
625 : 15625 — 0,04, 


1094. Los z en y op uit: 
(are) La En (ae MOD Dj „L0 








1095. Bepaal de geheele positieve waarden van z, yenz uit: 

vdy—4e=—l9 en 3e J Ty — 82 =3. 

1096. Twee boden vertrekken gelijktijdig van A, de eerste 
naar B en de tweede naar het 12 KM. verder verwij- 
derde C. Zij bereiken geliĳktijdig, na 8 uur namelijk, 
de plaats hunner bestemming. Als de eerste over een 
weg van 18 KM. f uur langer werk heeft dan de tweede, 
hoever ligt A dan van B en hoeveel KM, legt elke bode 


per uur af? (Van een examen.) 
be 


LE 1 Tee 
1097, Verminder ; (e —J- 34 5) Aln 243 ) met 
d ( — id) (at — 34%) ; vermenigvuldig de rest 
3 ) o 
—1\—1 
met 6 ( 1 — a ) en deel het produkt door 


elk (Van een examen.) 
(a +6) 
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